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1 Introduction

Ce mémoire a pour but de présenter des résultats que j’ai obtenus depuis la fin de ma these, en vue de
I’obtention d’une habilitation a diriger des recherches.

De nombreux phénomenes physiques de type ondes sont modélisés par des équations aux dérivées
partielles d’évolution. Je m’intéresse aux équations aux dérivées partielles de type ondes dans des mi-
lieux inhomogenes, dont les solutions admettent des propriétés de propagation permettant 1’ utilisation
de méthodes issues de 1’optique géométrique pour répondre aux questions qui se posent. Je souhaite
comprendre comment la géométrie du milieu, et surtout la présence d’un bord (ou d’une interface)
peuvent influencer la dispersion et la concentration des ondes et quel type d’ondes peut saturer les
estimations correspondantes. Il s’agit donc d’étudier les interactions entre ces différents parametres et
leur effet sur les solutions : I'influence du bord se manifeste par des trajectoires de rayons lumineux
qui peuvent se réfléchir au bord et engendrer des caustiques en treés grand nombre (on ne cherche
pas ici a définir précisément la notion de caustique : il s’agit d’un lieu ou I’intensité lumineuse est
singulierement intense.) Comprendre ces questions est fondamental, notamment pour des questions
théoriques liées a 1’ergodicité quantique et a la localisation des fonctions propres du Laplacien, et
également pour nombre d’applications pratiques (les deux facettes se rejoignent, par exemple quand
on étudie la propagation dans une fibre optique ol I’objectif est d’éviter de briiler la fibre tout en
maintenant une excellente propagation sur de longues distances.)

Ainsi, je suis amenée a étudier des estimations mesurant la concentration ou I’étalement de fonctions
propres, de quasimodes, et de solutions d’équations d’ondes, ainsi que des estimations de type disper-
sion / Strichartz en espace-temps, qui représentent des outils fondamentaux pour I’étude de modeles
nonlinéaires. Intuitivement, on peut comprendre que 1’énergie d’une onde suit les rayons lumineux,
et ce phénomene peut étre quantifié par des théoremes dits de propagation des singularités, ou la me-
sure est, naturellement, faite en norme L? localisée convenablement le long du flot dans I’espace des
phases (de sorte que la “propagation des singularités” devient quantitativement la propagation de la
régularité localisée en espace et en fréquence.) A contrario, la mesure de la dispersion d’une onde
nécessite une information sur I’amplitude de 1’onde aussi précise que possible (L°°, au mieux, en tout
point de 1’espace-temps), le taux de décroissance temporel de cette amplitude mesurant la dispersion
et pouvant étre relié, heuristiquement, a I’écartement des rayons.

Obtenir des estimations de dispersion optimales dans des domaines compacts nécessite d’abord de
comprendre les phénomenes de concentration des fonctions propres qui peuvent apparaitre pres du
bord. En effet, on peut envisager qu’une perte dans la dispersion est liée a la présence des caustiques,
qui apparaissent lorsque des rayons optiques envoyés d’une méme source (sous différents angles)
cessent de diverger. D’autre part, pour montrer des estimations optimales pour les fonctions propres
(ou les projecteurs spectraux), il est indispensable de comprendre le role joué par la géométrie du bord
dans la fagon dont les rayons se réfléchissent et se re-concentrent.

La plupart des équations de type ondes (hyperboliques, Schrodinger, KdV et autres modeles disper-
sifs non-linéaires) issues de modeles physiques représentent des phénomenes dans un milieu qui n’est
que rarement homogene, et encore moins souvent infini. Prés d’un demi-siecle a été nécessaire pour
répondre a des questions simples sur des modeles jouet d’équations nonlinéaires ou le milieu am-
biant était le vide (I’espace entier avec une structure métrique plate). Ce n’est que récemment que
I’'influence de la géométrie du milieu a fait son apparition, a travers I’étude en géométrie courbe,



éventuellement compacte, peu réguliere, des traditionnels modeles « jouet » non-linéaires. Ainsi, des
développements récents ont permis de mieux comprendre les géométries courbes et les milieux inho-
mogenes, mais le plus souvent en 1’absence de bord (ou d’interfaces entre deux media avec conditions
de transmission), qui sont pourtant bien souvent les seules situations physiques réalistes (penser a la
tranche d’une fibre optique multi-coeur).

Mes travaux et projets de recherche doivent permettre de mieux comprendre les problématiques clas-
siques, existence et unicité de solutions, et surtout leur asymptotique (explosion en temps fini, scat-
tering), en lien avec la géométrie du milieu ambiant (type de bord, obstacles multiples, interfaces ?).
Ces questions ont été extrémement étudiées dans le cadre de 1’équation des ondes linéaire (motivées
par le développement des radars/sonars, mais aussi de la tomographie), suscitant de spectaculaires
développements d’analyse microlocale notamment dans les années soixante-dix, pour comprendre les
phénomenes de propagation d’énergie le long des rayons (“la propagation des singularités”); et ces
questions ont trouvé d’importantes applications, par exemple en théorie du contrdle, mais ces travaux
déja anciens ne sont que de peu d’utilité pour traiter les problématiques modernes, notamment nonli-
néaires, ou les effets de dispersion doivent étre compris de maniere beaucoup plus fine. Comprendre
comment utiliser au mieux ces techniques, couplées a une analyse fine et adaptée aux questions non-
linéaires des phénomenes de dispersion ou de focalisation, est une étape, parvenir a étendre a des
contextes plus réalistes physiquement des outils spécifiquement non-linéaires mais mis au point dans
le cadre rigide des modeles simples est une autre étape, ’'une et I’autre nécessitant des développe-
ments concertés. Je suis persuadée que mes résultats récents (avec mes collaborateurs) a I’intérieur
ainsi qu’a I’extérieur d’un domaine convexe vont nous aider a avoir une vision claire et complete de
la dispersion dans des domaines a bord.

Commencgons par un bref rappel d’une partie des développements antérieurs, qui s’étendent sur plus
de trente ans d’activité. Les prototypes d’équations aux dérivées partielles hyperboliques et/ou disper-
sives sont les équations des ondes et de Schrodinger. Lorsqu’on s’intéresse aux équations non-linéaires
d’évolution, il est crucial, pour amorcer 1’étude non-linéaire, de disposer d’une bonne connaissance
du flot linéaire, et plus particulierement de ses propriétés dispersives qui se manifestent sous diverses
formes (dispersion a temps fixé, effet régularisant ou décroissance locale de 1’énergie, estimations de
Strichartz qui sont des moyennes en temps, etc). Pendant longtemps, les résultats obtenus 1’étaient
dans le cadre "plat" de I’espace entier : en effet, des formules explicites sont alors disponibles pour
I’étude de I’évolution linéaire et permettent d’établir ce type d’estimations. Plus récemment, des tech-
niques ont pu étre développées dans le cadre des variétés (citons les travaux pionniers de Bourgain
sur le tore plat, puis pour des métriques variables, de Staffilani-Tataru, Burq-Gérard-Tzvetkov pour
Schrodinger et de Smith, Bahouri-Chemin, Tataru, Klainerman-Rodnianski et Smith-Tataru pour les
ondes). Pour les problemes a bord, la situation reste loin d’étre aussi bien comprise, et les difficultés
qui apparaissent sont d’un ordre de magnitude plus élevé que dans le cas sans bord. On peut résu-
mer la situation en disant que pour les ondes sur un domaine quelconque et pour Schrodinger sur
des domaines extérieurs on n’a qu’une connaissance tres imparfaite des propriétés dispersives des
solutions linéaires et que pour Schrédinger sur des domaines bornés on ne dispose pas d’estimations
satisfaisantes pour les applications (malgré des travaux d’ Anton, Blair-Smith-Sogge, Planchon-Vega,
Smith-Sogge, Planchon). En effet, les résultats les plus récents de Smith-Sogge et Blair-Smith-Sogge
reposent en partie sur une réduction du probleme a bord a une situation sans bord, mais avec une
métrique seulement lipschitzienne le long d’une interface (le bord du modele d’origine). Le caractere
non optimal est alors lié, entre autres choses, a la faible régularité de la métrique ainsi produite et a
une procédure de localisation en espace et en fréquence qui permet de ne considérer que des rayons
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optiques traversant I’interface une unique fois (une seule réflexion au bord). Mais justement, les pro-
blemes les plus difficiles, liés a la formation des caustiques en temps arbitrairement petit pres du bord,
apparaissent juste apres la premiere réflexion au bord.

1.1 Influence de la géométrie de I’espace

Rappelons le principe de Fermat : "un rayon de lumiere se propage d’un point & un autre sur des
trajectoires telles que la durée du parcours soit stationnaire" (car "la nature agit toujours par les voies
les plus courtes"). En d’autre termes, les rayons optiques suivent des géodésiques. On peut se deman-
der ce qui se passe pour une onde : une réponse élégante est apportée par 1’étude de la régularité des
solutions de 1’équation des ondes. On dit qu’un point appartient au support singulier d’une fonction
f s’il n’y a pas de voisinage de ce point sur lequel f € C*°. Un "raffinement" du support singulier
est le front d’onde (W F'), qui mesure out f est singuliere et dans quelle direction. 11 est important de
noter qu’en pratique, ce qui est intéressant en vue des applications est une forme de quantification
convenable de la propagation de la régularité plutdt que des singularités.

Dans le cas d’un domaine €2 a bord, pour les problémes qui nous intéressent la difficulté principale
vient du comportement des singularités au voisinage d’un point du bord. A I'intérieur de I’ouvert,
ces singularités se propagent le long des rayons optiques. Apres les travaux pionniers de Morawetz,
Ralston, Morawetz-Ralson-Strauss (tous motivés par des problématiques de tomographie, liées aux
sonars ou au radars), I’étude de la propagation au bord a été clarifiée notamment dans les travaux de
Melrose et Sjostrand qui ont introduit la notion de rayon bicaractéristique généralisé, généralisant
celle de rayon optique. Le cas le plus simple, correspondant aux lois, classiques, de I’optique géomé-
trique, est celui des points pour lesquels le flot est transverse au bord (appelés points hyperboliques).
Des difficultés apparaissent pres des points ou les rayons sont tangents au bord. Les points dits dif-
fractifs sont ceux par lesquels passe un rayon optique qui frole le bord sans étre dévié. Pour décrire
correctement la propagation, il faut également considérer des rayons qui restent dans le bord de (2,
appelés rayons glissants, et les limites des rayons se rapprochant du bord et se réfléchissant un grand
nombre de fois. La projection spatiale d’un tel rayon est une géodésique du bord.

L’exemple le plus simple est la propagation d’une onde sphérique,
dont les singularités sont (précisément, en dimension impaire, et prin-
cipalement, en dimension paire) localisées sur la sphere de rayon ||
(ou t désigne le temps écoulé), centrée au point source. Pour une mé-
trique a coefficients variables, cet argument heuristique peut étre uti-
— lisé ta%nt que deu‘x rayons optiques i§sus d’une méme source et suivant
= — des directions différentes ne se croisent pas; en d’autres termes, tant
que le temps ¢ est plus petit que le rayon d’injectivité.

N

On peut alors construire des solutions approchées (qu’on appellera paramétrices) pour 1’équation des
ondes sur de petits intervalles de temps en utilisant des intégrales oscillantes dont les phases (non-
dégénérées) "captent” la géométrie du front d’onde.
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Dans le cas d’'un domaine a bord, le front d’onde peut subir des
changements spectaculaires par rapport au cas plat, a cause des ré-
flexions multiples sur la surface du bord qui peuvent engendrer des
/ caustiques et des points de concentration (ou la lumiere est particu-
\ lierement intense) : I’image a gauche représente une partie du front
“boundary  d’onde aprés seulement cinq réflexions sur un bord convexe.

source

— A l'intérieur d’une parabole : la taille de I’onde diminue et sa norme L> augmente.
Pour comprendre les effets dispersifs il devient indispensable de comprendre la géométrie du front
d’onde. On distingue plusieurs situations :

— rayon transverse : le rayon se réfléchit selon les lois de 1I’optique géométrique, 1’angle d’inci-
dence est égal a I’angle de réflexion, comme une boule de billard ; cette situation est de loin la
plus simple.

— rayon tangent a un obstacle strictement convexe : un rayon peut "s’accrocher" au bord et "trans-
porter" de 1’énergie pres de la zone d’ombre, produisant des effets diffractifs (exemple réel :
le point de Poisson-Arago en physique!);

Dans ce cas il n’y a pas de singularités géométriques
dans le front d’onde (le WF ressemble a celui d’une
onde dans le demi-espace) mais il peut y avoir de
forts effets diffractifs...

Source : J.Wunsch, Séminaire L.Schwartz

Le front d’onde a I’extérieur d’un obstacle strictement convexe ressemble au front d’onde
dans le demi-espace R?~! x R, avec la métrique plate, comme illustré ci-dessous ol

12



/ =N le front d’onde consiste en :

| : 0 . . .
‘\ N \ — (une partie de) front circulaire correspondant
‘fﬁ \ / ‘ aux rayons propagés dans des directions qui ne

I s‘ rencontrent pas le bord;
\ — une partie correspondant aux rayons réfléchis

\ (une fois) en accord avec les lois de 1’optique

géométrique.

Source : J.Wunsch, Séminaire L.Schwartz

Notons qu’il n’y a pas de singularités derriere I’obstacle dans la "région d’ombre" (ceci est
une conséquence directe de la construction de solution approchée par Melrose et Taylor).

— rayon multi-réfléchi a I’intérieur d’un convexe strict : la "sphere" de rayon |t[, i.e. le lieu des
points atteints apres un temps ¢ en suivant les géodésiques généralisées, peut vite dégénérer et
faire apparaitre des singularités en temps arbitrairement petit, dépendant de la fréquence et de
la distance de la source au bord;

f‘/ Geometry of the /
WF afteronly /
\ 3 reflections...

appear between

two consecutive
reflections.

Dans ce cas il y a un nombre arbitrairement grand de singularités (cusps et queues d’arondes)
dans le front d’onde. Dans [OI7] on obtient le premier résultat qui donne une description de
I’amplitude de 1’onde correspondant a la solution fondamentale aprés un nombre infiniment
grand de réflexions .

— rayon tangent au bord avec contact d’ordre > 3 : Si le contact est d’ordre oo, méme décider
ce qui devrait constituer la continuation d’un rayon qui touche le bord est un probleme en soi...

Ici on peut distinguer sur I’exemple de Taylor (1976)
plusieurs continuations possibles d’un rayon donné
qui touche un bord a un point de contact d’ordre in-
fini.

/

Dans ce cas, jusqu’a trés récemment, I’'unique approche était la réduction classique a une

situation sans bord (décrite dans la suite). Dans ce cas :

— Mon ancien étudiant, Len Meas, a obtenu dans sa theése (soutenue en 2017) des résultats
optimaux de dispersion pour les ondes a I'intérieur d’un cylindre (donc avec des points du
bord ot la courbure s’annule), ce qui représente un premier travail de ce genre.

— Avec mon post-doctorant, Felice landoli, nous étudions le cas de I’extérieur d’un cylindre

dans R?.
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1.2 La propagation des singularités... et ses limites

Un des résultats les plus remarquables de 1’analyse microlocale a été le théoréme de propagation de
singularités (pres du bord) de Melrose-Sjostrand. Ce théoreme nous dit que les singularités se pro-
pagent le long du flot bicaractéristique généralisé. La motivation principale (ainsi que naturelle) de
ce résultat a été bien siir la théorie du scattering et trouve son origine dans les travaux pionniers de
Morawetz, mais il s’avere que le théoreme de Melrose et Sjostrand a eu d’importantes applications
en théorie du contrdle, car il représente un des deux ingrédients principaux du théoreme de Bardos,
Lebeau et Rauch sur la controlabilité exacte des ondes linéaires dans un domaine.

Cependant, la propagation de singularités, basée entierement sur des arguments d’énergie, méme mi-
crolocaux, ne donne pas une description détaillée de la structure analytique des singularités. Une telle
description précisée pourrait, en principe, étre obtenue a I’aide d’une paramétrice (i.e. une solution
approchée) appropriée, mais il est clair qu’a I’époque, des paramétrices suffisamment "précises" pres
d’un point arbitraire du bord étaient hors de portée (les points de contact d’ordre 3 ou plus ne sont,
a ce jour, toujours pas bien compris...); par conséquent, les solutions approchées pour le probleme
a bord (dans certains cas, disponibles depuis tres longtemps) n’ont pas d’utilité lorsqu’on essaie de
comprendre les effets dispersifs car elles ne saisissent pas de facon optimale la séparation des paquets
d’ondes qui se propagent selon des directions différentes. En fait, méme dans le cas plat, la propaga-
tion des singularités, dans sa quantification "classique", est loin d’étre suffisante pour démontrer la
dispersion :

Fig. : Propagation "classique" : 1’énergie microlocalisée dans une boite physique de largeur 1 (et
longueur I’inverse de la fréquence) est transportée selon un cone de directions d’aperture 1. Méme
dans R? cela ne suffit pas pour montrer la dispersion, car le lien entre 1’amplitude d’un paquet et son
énergie correspond a I’injection de Sobolev, et la séparation physique éventuelle n’est d’aucune utilité.

On a besoin d’échelles optimales a un niveau de précision qui est celui du principe d’incertitude et
d’informations géométriques sur la fagcon dont ces paquets se séparent, en d’autres termes de raffi-
nements quantitatifs concernant la propagation des singularités, ce qui représenterait un outil crucial
pour les applications aux problémes non-linéaires dispersifs, ainsi que pour la théorie du controle.

14



\—"

T

_——
—— |

/ : \@ A = frequency
a I % A

71/2 ;
e PRASIGES | “'h
A L A=A

Fig. : Ce qu’on souhaite : échelles optimales selon le principe d’incertitude de Heisenberg (on fait
“mieux’ que I’injection de Sobolev sur un paquet), ainsi qu’une information géométrique sur la facon
dont les paquets (transportés selon des directions différentes) se séparent.

Puisque les solutions approchées (pour les problemes a bord) existantes ne permettaient pas d’obtenir
des réponses aux questions sur les effets dispersifs, une technique particuliere a été mise en place
(souvent avec succes). En fait, les méthodes semi-classiques permettent le travail dans des coordon-
nées de carte locale avec des données localisées spectralement. La présence du bord rend plus difficile
la mise en place de cette méthode : en faisant une symétrie par rapport au bord avec des coordonnées
transverses, on se rameéne au cas d’une variété C! sans bord. La métrique est ensuite prolongée de
facon symétrique par rapport au bord.

Ainsi, sur des domaines a bord général il y a eu des progres tres importants en particulier grace aux
travaux de Hart Smith et Christopher Sogge [35]. Tous ces résultats positifs sont basés sur cette réduc-
tion astucieuse d’un probleme a bord avec métrique réguliere a un probleme sans bord mais avec une
métrique Lipschitz le long d’une interface (I’ancien bord) et utilisent ensuite une machinerie dévelop-
pée au départ pour des métriques a faible régularité (en lien avec les équations des ondes quasilinéaires
et Einstein en particulier, voir [37], [30], [31]) et pour des questions liées aux projecteurs spectraux. A
I’aide des localisations microlocales appropriées, ce type de construction permet de se "débarrasser”
des rayons réfléchis plusieurs fois au bord : on finit par travailler sur des intervalles de temps (par-
fois) tres petits, dépendant de la fréquence du paquet d’onde qu’on considere, de telle maniere que les
rayons qu’on regarde ne se réfléchissent qu 'une seule fois au bord.

Cependant, les caustiques (les points de concentration des rayons ou la lumiere est particulierement
intense) apparaissent (pres d’un point d’un bord strictement convexe par exemple) juste apres la pre-
miere réflexion au bord. En microlocalisant un probleme pour se réduire a des paquets d’ondes qui ne
traversent I’interface le long de laquelle la nouvelle métrique devient Lipschitz (I’ancien bord) qu’une
seule fois, on peut traiter tout domaine a bord (et, en particulier, la situation la plus difficile des
points de contact d’ordre infini) mais on n’a aucune visibilité des effets dispersifs dans les variables
tangentielles (ce qui fait qu’en dimensions d > 3 on ne peut espérer un résultat optimal).

1.3 Présentation succincte des questions abordées

On s’intéresse donc aux propriétés dispersives des solutions d’équations aux dérivées partielles hy-
perboliques, dont les prototypes sont les équations des ondes et de Schrodinger.
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Les estimations dispersives dites "de Strichartz" mesurent la taille et la dispersion des solutions de
I’équation des ondes linéaire sur un domaine {2 avec bord OS2 (possiblement vide) :

(02 — A)u(t,z) =0, z€Q
u|t:0 = Uog, atu|t=0 = U, (11)
u|aQ =0.

Ici A désigne I’opérateur de Laplace-Beltrami sur €2. Si 99 # (), on considere donc la condition de
Dirichlet (un certain nombre de nos résultats peuvent étre étendus au cas de la condition de Neumann).

Les inégalités de Strichartz peuvent aussi concerner la version quantique de (1.1), c’est a dire de
I’équation de Schrodinger
(10 + A)v(t,x) =0, € Q
U|t:0 = Vo, (1.2)
U|aQ =0.

Pour pouvoir perturber ces équations et étudier les problemes non-linéaires associés, avoir un contrdle
de la "taille" du flot linéaire en termes de la taille des données initiales s’avere crucial. Pour I’équation
des ondes non-linéaires ou I’équation de Schrodinger non-linéaire, les normes mixtes L L"(§2) sont
particulierement utiles : au prix d’une moyenne en temps on gagne de 1’intégrabilité en espace, parfois
jusqu’a r = oo, pour des données qui ont une régularité Sobolev qui ne les placerait pas dans L"({2)
par simple injection de Sobolev.

1.4 L’équation des ondes (1.1)

Une estimation (locale) classique indique que sur toute variété Riemannienne €2 sans bord, la solution
linéaire de (1.1) vérifie (pour T" < 00)

h/B||X(th)u||Lq([o7T]7Lr(Q)) S C(HUOHLQ —f— ||hu1||L2>, (13)

ou x € C§° est une fonction lisse a support inclus dans un voisinage de 1 (x(hD;) est donc un
multiplicateur de Fourier dans la variable temporelle, qui, sur la solution des ondes, est également une
troncature spectrale). Si d désigne la dimension de la variété, 5 est donné par la condition d’échelle

B = d(% — %) — é, ou le couple (g, ) est dit admissible pour I’équation des ondes, c.a.d. :

, (digr) # (3,2,00). (1.4)

1/q 1/q 1/9
1/2 1/2

d=4

1/4

172 1r W2 T 2
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Lorsque 1’égalité a lieu dans (1.4), la paire (g, 7) est dite strictement admissible. Si (1.3) a lieu pour
T = oo, on parle d’inégalité de Strichartz globale en temps. Ces estimations ont été étudiées depuis
bien longtemps dans I’espace de Minkowski (métrique plate) : si 2 désigne I’espace R? avec la mé-
trique euclidienne g; ; = §; ;, la solution uga(t, z) de (1.1) dans R? avec (ug = d4,u1 = 0) a une
forme explicite donnée par la formule

gt 7) = (2—71T)d / cos(|E]) e de.

L’inégalité (1.3) a été démontrée par R.H.Strichartz [36] dans le cas particulier ¢ = r et ensuite éta-
blie par J.Ginibre et G.Velo [7, 9] pour des paires admissibles (q,r) avec ¢ > 2 (voir également
H.Lindblad et C.Sogge [19], ainsi que L.Kapitanski [11] dans le cas d’une métrique variable). Le
point limite ¢ = 2 a été montré par M.Keel et T.Tao [13]. En dimension d = 3, les paires extrémales
ne sont pas admissibles et I’estimation (1.3) est fausse : on obtient une perte logarithmique de dérivées
dans les estimations de Strichartz.

Le chemin canonique pour démontrer (1.3) est d’utiliser une estimation plus forte, a temps fixé, qu’on
appelle estimation de dispersion :

I (hDyuga(t, | ey < C(d)h~"min{1, (h/t)*F}. (1.5)

L’interpolation entre (1.5) et I’estimation de 1’énergie, suivie d’un argument classique de dualité dit
T'T™, permet d’obtenir facilement les estimations (1.3) (pour ¢ > 2). Ces estimations peuvent étre gé-
néralisées a toute variété (2, g) réguliere sans bord gréce a leur caractere local (vitesse de propagation
finie). Les estimations (1.3) sont optimales sur une telle variété Riemannienne.

1.5 L’équation de Schrodinger (1.2)

Dans le cas de 1’équation de Schrodinger (1.2), les estimations de Strichartz locales s’écrivent,
dans leur plus grande généralité, comme suit : si on note e”** le flot linéaire, il vérifie

I g a0y ) < Crl|vol| o), (1.6)

ou 2 < g,r < oo vérifient la condition d’admissibilité pour Schrodinger,

== 2,2 > 0. 1.
q+T 27 (d7QJT>%( ) 700)7 O-—O ( 7)

Si on se place dans le cadre £ = R? avec métrique plate alors, grice a la transformée de Fourier, on
obtient la forme exacte de la solution de (1.2)

Jz—y|?

1 i
U]Rd(t,l') = W/Rd e 4t Uo(y)dy (18)

L’inégalité de Strichartz pour I’équation de Schrodinger (1.2) s’écrit comme suit : soit (g, ) une paire
d-admissible pour 1’équation de Schrodinger en dimension d > 2. Si vga = e/®réyy est solution de
(1.2) avec donnée initiale vy € LQ(Rd), alors il existe une constante C' > 0 telle que

Vel La,zrr)) < Cllvoll L2 raey- (1.9)

Grice a I’invariance de 1’équation linéaire par le changement d’échelle (¢,x) — (h™%t,h™'z), on
déduit de (1.2) que la condition (1.7) sur le couple (g, r) est nécessaire.
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Les inégalités de Strichartz pour 1’équation de Schrodinger dans le contexte classique ont été établies
par R.H.Strichartz et généralisées par J.Ginibre et G.Velo [7, 8], T.Kato [12], T.Cazenave et F.Weissler
[6], etc, qui les ont ensuite utilisées pour montrer des résultats d’existence globale pour 1’équation
semi-linéaire avec non-linéarité polynomiale. Comme pour I’équation des ondes, elles se démontrent
a partir de I’inégalité de dispersion

g (t, ) || oo (rey < C|t|_d/2||U0||L1(Rd)a (1.10)

qui se déduit facilement dans le cas euclidien de la forme explicite (1.8) de v; on utilise ensuite la
conservation de I’énergie, le théoréeme d’interpolation de Riesz-Thorin et I’argument TT*.

Dans la suite, un intérét particulier sera accordé aux estimations de dispersion de type (1.5) et (1.10)
(laquelle, dans sa version semi-classique, prend la forme (3.4)) sur des domaines a bord. On souhaite
comprendre comment la géométrie, la régularité de la métrique et surtout la présence du bord peuvent
influencer ces estimations. Traditionnellement, en physique, la dispersion est le phénomene affectant
une onde se propageant dans un milieu dit "dispersif", c¢’est-a-dire dans lequel les différentes lon-
gueurs d’onde constituant I’onde ne se propagent pas a la méme vitesse, tout en gardant son énergie
constante. Ici on utilise le vocabulaire dispersif indifféremment pour Schrodinger (ou la vitesse de
propagation dépend de la longueur d’onde) et pour I’équation des ondes (ou la vitesse de propaga-
tion est 'unité et ou la dispersion n’intervient donc que transversalement : il n’y a pas de dispersion
pour I’équation des ondes en dimension un d’espace). L’énergie portée par 1’onde est reliée a I’am-
plitude qui est mesurée par la dispersion. En présence d’une interface, ou, encore pire, d’un bord,
ces estimations ne peuvent plus étre vérifiées comme dans 1’espace libre car les rayons optiques issus
d’une méme source peuvent se re-concentrer et donner naissance a des caustiques. Comprendre les
propriétés de dispersion d’une onde demande une connaissance approfondie de la géométrie du front
d’onde, qui peut trés vite dégénérer et donner naissance a un nombre important de singularités (on
I’a illustré précédemment sur I’exemple d’un bord strictement convexe). En particulier, une singula-
rité dans le front d’onde devrait induire des "pertes" dans la dispersion (par rapport aux estimations
de I’espace libre). Cependant, comprendre le front d’onde n’est pas forcément suffisant : les rayons
peuvent adhérer au bord et relacher de 1’énergie pres de la "zone d’ombre", en produisant des effets
diffractifs (comme le point de Poisson - Arago au centre de I’ombre derriere un obstacle sphérique
illuminé par un onde plane monochromatique).

Historique

Les résultats sus-mentionnés pour R? ou des variétés sans bord ont été établis il y a un certain nombre
d’années, grace aux formules explicites disponibles pour 1’évolution linéaire. Quant aux variétés sans
bord, la vitesse finie de propagation permet de travailler dans une carte locale et de se réduire ainsi
2 démontrer des estimations pour des opérateurs a coefficients variables dans R?. Pour des coeffi-
cients C1'!, des estimations de Strichartz optimales ont été obtenues dans la travail de H.Smith [30].
En dessous de ce seuil de régularité une perte de dérivée est inévitable (voir D.Tataru [37] pour des
métriques C'*).

Pour les problémes a bord, la situation reste loin d’€tre aussi bien comprise. On peut résumer la situa-
tion en disant que pour les ondes sur un domaine quelconque et pour Schrodinger sur des domaines
extérieurs on n’a qu’une connaissance tres imparfaite des propriétés dispersives des solutions linéaires
et que pour Schrodinger sur des domaines bornés on ne dispose pas d’estimations satisfaisantes pour
les applications les plus intéressantes.
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Méme si le cas sans bord a été tres bien compris depuis un certain temps, I’obtention de tels résultats
sur des variétés a bord s’avere étre une tache bien plus difficile. Pour des variétés a bord strictement
concave, des résultats ont pu étre établis grace a la paramétrice de R.Melrose et M.Taylor pres de
rayons tangents au bord. Par contre, deés que 1’hypothese de stricte concavité du bord est enlevée, la
présence des rayons géodésiques multi-réfléchis et de leurs limites, les rayons glissants, rend I’étude
de ces problemes particulicrement difficile.

1.6 Résultats marquants

Depuis la fin de ma these, j’ai entamé un programme a long terme d’étude systématique des proprié-
tés dispersives de 1’équation des ondes sur des domaines a bord, en collaboration notamment avec
Fabrice Planchon et Gilles Lebeau. Nos premiers résultats [OI7], qui traitent un modele de convexe
strict, mettent en évidence une perte par rapport au cas sans bord, due a la présence de caustiques de
type queue d’aronde dans la propagation du front d’onde. Ces résultats, ainsi que leur généralisation
[OI13] au cas d’un domaine strictement convexe générique représentent une avancée majeure dans
la compréhension de la dispersion pour les ondes, avec une analyse microlocale fine de la propaga-
tion d’une onde pres d’un bord, qui conduisent a des estimations optimales sur la fonction de Green
associée (et donc, sur I’amplitude de 1I’onde associée). Il s’agit de la premiere construction d’une para-
métrice a ce niveau de précision, permettant d’obtenir des résultats optimaux malgré la présence d’un
nombre arbitrairement élevé de caustiques (singularités géométriques du front d’onde). Ce travail est
la base d’un effort a plus long terme pour parvenir a une compréhension complete des estimations dis-
persives dans les domaines a bord quelconques (avec 1’objectif, qui reste a atteindre, d’utiliser cette
connaissance pour diverses applications importantes, notamment en contrdle).

Au dela de la dispersion, il est souhaitable d’obtenir des estimations de Strichartz optimales, dépas-
sant potentiellement celles conjecturées par Hart Smith et Chris Sogge, tout en complétant les contre-
exemples existants que j’avais obtenus précédemment. Avec Fabrice Planchon et Gilles Lebeau, nous
avons montré que la perte dans la dispersion (a temps fixé) pour les ondes dans un convexe strict, due
a la présence des singularités de type queue d’aronde dans le front d’onde, n’est pas 1’élément limitant
dans les estimations de Strichartz pour les ondes : les singularités sont isolées en temps (mais il y en a
de plus en plus souvent en s’approchant du bord) et on peut, en moyennant convenablement, obtenir
des estimations meilleures que celles qui étaient attendues, [OI8]. La encore, il n’existait aucun ré-
sultat comparable auparavant. Nous avons ensuite amélioré ces résultats, en raffinant la construction
de notre premier travail [OI11] et en améliorant par ailleurs les contre-exemples existants [OI10] par
une utilisation judicieuse de la paramétrice. Ces travaux devraient étres utiles, au dela des estimations
dispersives, puisque la construction de la paramétrice est un outil puissant qui peut permettre d’obte-
nir, entre autres, des résultats de propagation de singularités précisée, qui, jusqu’a maintenant, étaient
hors de portée.

Par ailleurs, notre étude doit s’appliquer également a I’étude des projecteurs spectraux, qui dépasse le
domaine des EDPs et rejoint des questions d’actualité sur la localisation des fonctions propres (avec
en lointaine ligne de mire les conjectures d’ergodicité quantique). Pour aller plus loin, on a également
observé un lien important avec une question tres délicate de théorie des nombres, qui reste a explorer.

D’autre part, I’étude de la diffraction a I’extérieur d’un convexe strict a une longue tradition en phy-
sique et mathématiques appliquées et remonte aux travaux de Fresnel sur la diffraction (au coeur
desquels se trouve le principe de Huygens et Fresnel), qui ont joué un role essentiel dans le triomphe
de la théorie ondulatoire de la lumiere. Il y a ensuite une longue lignée de travaux qui ont contri-
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bué a la compréhension de ce sujet, parmi lesquels on doit mentionner ceux de Kirchhoff, Watson,
Fock, Frieldlander, Keller, Buslaev, Nussenzweig, Ludwig, Babich. Héormander a fait de 1’optique
géométrique une "branche" des mathématiques fondamentales, en fournissant des outils puissants et
en clarifiant certains concepts. Pour le citer, "a wealth of others ideas" de I’optique géometrique ont
été ensuite exploitées par Melrose, Taylor, Andersson, Sjostrand et Ivrii dans leurs travaux sur la pro-
pagation de singularités pour les problemes a bord.

Plusieurs résultats positifs (et optimaux) sur les effets dispersifs ont ét€ démontrés récemment a 1’ex-
térieur d’un convexe strict (Strichartz, projecteur spectraux, etc) : cependant, la question de savoir
si les estimations de dispersion étaient vraies ou non est restée enticrement ouverte, méme a 1’ex-
térieur d’une sphere (et cela, au moins depuis les travaux de Smith et Sogge [34]). Puisqu’il n’y a
pas de concentration apparente d’énergie, comme dans le cas d’un domaine non-captant quelconque
(pour lequel les portions concaves du bord peuvent agir comme des miroirs et re-focaliser les paquets
d’ondes) on pourrait raisonnablement penser que les estimations de dispersion devraient €tre vérifiées
a I’extérieur d’un convexe (seul un cas particulier avait ét€ traité, a 1’extérieur d’une sphere de R? dans
le cas des fonctions a symétrie sphérique [18]). Dans le travail récent [OI9], [OI15] en collaboration
avec Gilles Lebeau nous apportons un réponse positive a cette question en dimension 3, ainsi que des
contre-exemples (assez surprenants) qui apparaissent au point de Poisson-Arago en dimension plus
grande.

2 Equations des ondes dans un domaine strictement convexe

Dans cette section je vais brievement décrire les résultats obtenus pour 1’équation des ondes a 1’inté-
rieur d’un domaine strictement convexe (sur un cas modele d’abord, suivi de la généralisation au cas
d’un convexe strict quelconque).

2.1 Dispersion optimale (d’abord cas modele, ensuite convexe général)

Nous avons souhaité approfondir notre compréhension des phénomenes de dispersion pour les do-
maines a bord, en combinant une analyse fine de la géométrie des cones d’onde (rendue difficile par
les réflexions multiples) et des arguments délicats de nature microlocale développés a I’origine pour
la propagation des singularités. Nous avons commencé par regarder le cas du domaine particulier de
Friedlander, strictement convexe, définit par le demi-espace

Q4 = {(z,y)lx >0,y e R*""}
et muni de la métrique gr héritée de 1I’opérateur de Laplace suivant :
Ap =07+ (1+2)Ag1.
On s’apergoit facilement que (€24, gr) modélise localement un domaine strictement convexe : en effet,

(Q4, gr) peut étre regardé comme un modele simplifié du disque unité D(0, 1) apres le passage en
coordonnées polaires (r,0),avecr =1 —x/2,0 = y.
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Model domain

Disk

Nous avons d’abord montré que, dans le domaine de Friedlander, une perte par rapport a I’estima-
tion de dispersion libre (1.5) est inévitable, et cela apparait en raison de la présence de caustiques de
type queue d’aronde dans le support singulier de .

Théoreme 1. ([0OI7]) Il existe une constante C(d) > 0 tels que pour tous a € (0,1}, h € (0,1) et
t € (0, 1] la solution uy(t, x,y) = cos(t\/|Ar|)(0s=ay—0) de (1.1) (avec A remplacé par Ar) vérifie

Ix(hDy)ug(t, 2, )| < C(d)h~%min{1, (h/t)%’y(t, h,a)}, (2.1)

- B (%)1/2 + h1/3 +a1/4(%)1/4’ sia> h4/7—€
7( ) 7(1) - (%)1/3 + h1/4, sia < h1/2.

De plus, il existe une suite de temps t, = 4n+/a\/1 + a pour lesquels on a égalité dans (2.1).

Remarque. L’estimation (2.1) nous dit que dans un domaine strictement convexe on perd une puis-
sance }l dans I’exposant de h par rapport a I’estimation (1.5) de 1’espace libre, en lien avec des phé-
nomenes microlocaux comme les caustiques générées en temps arbitrairement petit pres du bord. Ces
caustiques apparaissent lorsque les rayons optiques envoyés d’'une méme source dans des directions
différentes cessent de diverger. Sur I’illustration qui suit, il faut penser a £&3 comme le temps (s’écou-
lant de droite a gauche), £&; comme la variable tangentielle y et &, comme la variable normale z, le
front d’onde étant la coupe dans le plan (&7, &) (se déplagant dans la direction &; mais recentré sur
I’axe &3).

Fig. : Bifurcation pour une queue d’aronde. Source : Y. A. Kravtsov et al., Caustics, "Catastrophes and
Wave Fields", 1999

Un point essentiel de la preuve consiste en une description précise de la géométrie des ondes "sphé-
riques”, la "sphere" étant ici un objet singulier en raison des multiples réflexions, comme dans I’image
ci-dessus ol on apercoit une partie du front d’onde () juste apres la premiere réflexion; (b) juste avant
le premier point de concentration la courbure change ; (¢) au premier moment de concentration la pre-
miere queue d’aronde apparait; (d) apres deux réflexions; (e) apres la 3eme réflexion... lorsque le
nombre de réflexions au bord augmente, la géométrie du front d’onde devient compliquée en raison
du grand nombre de singularités.
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Fig. On apercoit le front d’onde apres trois réflexions au bord lorsque le bord a été aplati (cela corres-
pond au cas (e) de I’image précédente).

La démonstration fournit une analyse assez détaillée de la fonction de Green des ondes, au moins
dans certains régimes. En effet, la construction des paramétrices microlocales utilisée pour obtenir les
contre-exemples précédemment évoqués semble instable dans une zone intermédiaire pres du bord.
Dans ce régime (absent du contre-exemple), I’estimation de dispersion est obtenue par injection de
Sobolev, en remarquant que le flot préserve essentiellement la taille du microsupport, alors que dans le
régime de la paramétrice microlocale, construite de réflexion en réflexion, c’est une phase stationnaire
dégénérée d’une intégrale oscillante (de type Airy voire Pearcey autour de la queue d’aronde) qui
donne les estimations.

Pour a > 0, si §,—, désigne la distribution de Dirac sur R, elle s’écrit comme une somme de modes
de galerie ej, de la facon suivante

Op—a = Z €k (I‘, 9)€k<a7 0)7 (2.2)

k>1

oll e;, désignent les fonctions propres Ai(|0|?/x — wy,) (avec un facteur de normalisation dans L?) du
Laplacien de Friedlander A (qui, aprés transformation de Fourier en y, est donné par —92 + (1 +
2)6?), associées aux valeurs propres A (6) = 0] +wg|0|*/? (et oit (—wy) sont les zéros de la fonction
d’ Airy en ordre décroissant). On rappelle la formule de la fonction de Green associée aux deux demi-
ondes au temps ¢ obtenue a partir de la décomposition de la donnée -, ,—o en somme de modes de
galerie :

Gwa(t,z,a,y) = Z/ eIV AR O) W0y (h))) ey (, 0)ex(a, 6)dO. (2.3)
R

k>1

Remarque. La fonction Gy est une paramétrice pour 1’équation i0;u + v/—Au = 0 (et donc de
I’équation des ondes (1.1)) avec donnée au temps ¢ = 0 égale a x(hD,)d,—4 y—0. Elle est valable pour
toute distance initiale a > 0 au bord.
— Pour de petites valeurs de la distance initiale au bord a, a < , on utilise directement la
formule explicite de Gy pour estimer la solution de 1’équation des ondes dans {2 en norme
L.

h22/39
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— Pour a > h*7, la formulation sous forme de somme spectrale n’est d’aucune utilité et on
obtient une paramétrice sous la forme d’une somme indexée selon le nombre de réflexions au
bord. Chaque terme dans la somme est une intégrale dont la phase admet des points critiques
dégénérés d’ ordre inférieur ou égal a 3. Les deux régimes se recouvrent bien car h*/7 < h?2/39,

Dans le travail [OI13] nous avons généralisé notre résultat précédent au cas d’un domaine stricte-
ment convexe quelconque (€24, A) (le résultat ci-dessous redonne, dans le cas du modele, le méme
résultat que précédemment : seule la forme de I’énoncé est un peu différente dans I’expression de la
majoration.)

Théoreme 2. ([0O113]) Soit d > 2 et soit §2 une variété compacte dont le bord est strictement convexe.
Soit ¢ € C°(R*). Il existe C > 0, Ty > 0 et ag > 0 tels que pour tout a €0, ao], h € (0,1) et

€ [—To, Ty], la solution u, de (1.1) avec donnée (ug,u1) = (04,0), oit §, désigne la distribution de
Dirac a distance a de 052, vérifie

d—2_,1 d—2 , 1
c B\ z t1 h\ 2z '3
[Y(—h2A)u,(t, z)| < 7q nin 1,a"* <|t|> + (m) . (2.4)

La construction de la paramétrice dans le cadre d’un opérateur de Laplace A général implique plu-
sieurs difficultés techniques importantes : 1’idée “simple” consistant a dire qu’on sera proche du cas
modele anisotrope ne trouve pas de traduction élégante dans une preuve qui permettrait de tordre un
opérateur sur 1’autre. Il faut donc effectuer une construction microlocale perturbative "a la main’".
Une autre différence majeure par rapport au cas du modele de Friedlander est I’absence des modes de
galeries : puisque la construction d’une paramétrice dans le régime a < h?/3 en termes d’intégrales
oscillantes ne s’avere pas étre une option, en raison de la géométrie qui dégénere lorsque la donnée est
trop proche du bord, dans le cas général il faut d’abord construire des "quasimodes" (qui vont dépendre
de toutes les variables et pas seulement de la variables normale x comme les ey) et expliciter leurs
propriétés. Il s’avére que cela n’est possible que lorsque k < h~'/4, qui correspond essentiellement
au régime ou la différence entre les phases des ey, et celles des quasimodes est suffisamment "petite"
de facon a ce que le facteur exponentiel correspondant (a cette différence) n’oscille pas "trop". Cette
étape (la construction des quasimodes dans un domaine strictement convexe quelconque, avec des
estimations raisonnablement uniformes dans les divers parametres) représente a elle seule un effort
completement indépendant du reste et semble entierement nouvelle et d’intérét indépendant.

Nous donnons quelques détails sur les différents aspects de cette construction dans les sous-sections
qui suivent.
2.1.1 Intégrales oscillantes et théoreme de Melrose

Pour construire une paramétrice dans le cas des distances initiales au bord pas "trop" petites, ou les
modes de galerie ne servent plus mais ou la géométrie du front d’onde peut étre utilisée, on écrit
I’opérateur général sous la forme suivante

A =02+ R(z,y,0,), (z,y) € Ry x R}

avec

R(0,y,0 Zay]ayk +O(lyl),  9:R(0,y,0 ZRjk
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(ce qui est toujours possible localement et ou, grace a la condition de stricte convexit€ on sait que
la forme quadratique ¢(n) = > R{’k(y)njnk est définie positive) et on essaie d’obtenir une solution
approchée de (1.1) a partir d’une solution (explicite) de I’opérateur modele donné par :

D=2 +3 02 + x(Z RI*(0)d,, ayk). 2.5)

Le passage de la solution de I’équation des ondes avec Laplacien modele (anisotrope) A, au cas
général de A nécessite 1’utilisation du théoréme des surfaces glancing de Melrose :

Théoreme 3. ([21]) Deux paires de hypersurfaces avec intersection "glancing" sont localement équi-
valentes, via une transformation canonique symplectique X .

Pour I’opérateur modele Ay, les hypersurfaces {qy; = X = 0} et {pyy = Z2+ 0%+ X¢q(0) -1 =0}
ont une intersection glancing au point (X = 0,Y = 0,= = 0,|0| = 1), c.a.d. qu’elles vérifient la
condition suivante :

{r,qa} =0,{p,{p,q}} # 0and {q,{p,q}} # 0en (0,0,0,1). (2.6)

Dans le cas qui nous concerne, la paire {¢ = z = 0} and {p = £* + R(z,y,0) — 1 = 0} vérifie aussi
la condition (2.6). Le Théoreme de Melrose nous dit qu’il existe une transformation canonique x s
qui vérifie

(X =0,22+0%+Xq(0)=1)= (=0, + R(z,y,0) = 1).

Fonction génératrice : A partir d’une fonction génératrice de x; on va pouvoir obtenir maintenant
une paramétrice du cas général a partir d’une paramétrice du cas modele. En fait, si on introduit

Gu(X,Y,0,w) = " Ai(Xq(0)' - w),

alors Gy vérifie —A G = (10)? + wq(0)?3)G . Soit (z — X)Z+ (y — Y)O + I'(z,y, =, ©) une
fonction génératrice de x,, alors on peut montrer qu’il existe un symbole p(z,y, 0, w, o) de degré 0,
a support compact dans un voisinage de (0, 0,0, 6), € R%"!\ 0 pour lequel

1 [,
Gla,y,0,w) = / (00403 [3+0(@a(0) P T (e 0a(0) 70/ 1

vérifie —AG = 172G + Oge(|n|=>®) et ot 7 = 7(w,0) = /|02 + wq(0)2/3. En méme temps, en
utilisant un résultat di a Melrose et Taylor, GG s’écrit sous la forme

Gla,y,0,w) = ¢ (poAi(C) + izpr AV(Q) )

ou les phases ¢ et ( sont homogenes de degrés 1 et 2/3, vérifient 1’équation eikonale et —( =
w — xeg(z,y, 0,w) avec eq elliptique. Le symbole p, est elliptique et p; s’annule sur le bord. Cela
implique que le symbole p peut étre choisi de fagon a ne pas dépendre de o en x = 0 (ce qui est
hautement non trivial). On introduit alors un opérateur qui agit sur des fonctions régulieres g comme

suit
w

Ku(9)(t,z,y) = / NG (,y,0,0)q"0(0)5(h0]) 2(hT(w,0)§(0, 575) A0, 2T)

et on déduit que K, (g)(t, z,y) vérifie 92K, (g) — AK,(g) = O(h*™) (car |f| ~ 1/h sur le support du
symbole de K,,). De plus, K, (¢)|s—0 = 0 pour tout & > 1 car —(|,—0wew, = wi et Ai(—wy) = 0.
On pose également

J(9)(z,y) = /G(x,y,9,W)Q(9)1/6%(h\9|)%(h7(w79))@(9,w/h1/3)d9dw, (2.8)
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alors J(g fR )(0, x,y) dw . On montre que .J est un opérateur intégral de Fourier, ellip-
tique. Pour tout h3/3=¢ S a < ro (avec € > 0 petit) on montre, grace a I’ellipticité de 1’opérateur .J,
qu’il existe une fonction réguliere gy, , telle que

J(gha)(@,y) = x0(hD2)2(hDy)d(a,0) + Ocoo(|(xy)<re) (R™)

ol » € Cg° est a support pres de ST et o € C§° est a support pres de 0 (en effet cela suffit, car des
arguments classiques d’optique géométrique permettent d’obtenir facilement la forme générale de la
solution avec donnée (1 — xo(hD,))s(hDy)d(a,0))-

Le but est d’obtenir des paramétrices de la méme forme entre deux réflexions successives ; dans ce
but on utilise une formule sommatoire analogue a la formule de Poisson (rappelons que la solution
de I’équation des ondes 1D sur un intervalle peut s’écrire comme une somme spectrale ou comme un
peigne de Dirac, et que la formule sommatoire de Poisson relit justement ces deux expressions.) On
pose A.(z) = Ai(e*?™/3%), ot Ai est la fonction d’Airy. On introduit la fonction suivante

L(w) = W+zlog(ﬁ+éw;>, L:R—C. 2.9)

Proposition 1. (Airy-Poisson) On a I’égalité suivante dans I’espace des distributions D'(R,,) :

ZefiNL - Z S

NeZ keN*
On pose maintenant :
iNL(w
Phalt,z,y) <Z - K.(Gha) >pr QWZ wi (Gn.a) -
NezZ keN*

Si I’on se place dans le cas du modele de Friedlander, alors la somme en N est I’analogue de la
construction par réflexion successive (et permet de la simplifier, les phases étant maintenant explicites
dans les régimes qui nous intéressent), et la somme en k& est la somme spectrale. Dans le cas général,
la somme en N permet de traiter le régime qui suit :

Proposition 2. Pour h*/*~¢ < a < r, Pha(t, x,y) estune paramétrice de (1.1) qui vérifie la condition
de Dirichlet.

On a ainsi obtenu une solution sous la forme d’une somme d’intégrales oscillantes (Ila somme sur V)
qui sont presque-orthogonales en temps. Estimer la norme .*° de la somme a ¢ fixé revient a estimer le
sup des normes L*° de chaque terme. Chaque terme est une intégrale oscillante avec un unique point
critique d’ordre 3 qui apparait uniquement pour x = a et une suite (¢,,y,) qui n’est plus explicite
mais dépend des directions initiales.

2.1.2 Les quasimodes

On a vu que dans le cas d’'un domaine modele et pour des petites valeurs de la distance initiale a au
bord on peut utiliser les fonctions propres e, du Laplacien de Friedlander Ay pour décomposer la
donné sous la forme (2.2). Ces fonctions propres, qui ne dépendent que de la variable normale z et
sont donnés par des formules explicites en termes de la fonction d’ Airy, n’apparaissent d’ailleurs dans
la littérature que dans le cas d’un domaine modele.
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Dans le cas d’un domaine strictement convexe général nous n’avons pas une compréhension adéquate
des fonctions propres du Laplacien —A. Par conséquent, on utilise la théorie spectrale pour I’opérateur
modele —A ), pour décomposer une donnée de la forme xo(—h?An)2(hDy)dy—ay—0 de la méme
maniere que dans (2.2) (en termes de "vrais" modes de galerie ey),

XQ(—hZai‘i‘Z'Q(hay))%( Op— a,y=0 = ZgM T, Y,a, wk)

k>1

ol Enr(m,y,a,wy) = [ e xo(h?Pwpg®?(0))3(h|0)])er(x, 0)ex(a, 0)do. Ici ex(x,0) désignent les
fonctions propres de —A,; et sont donnés par la formule

7q(6)"/° ,
ex(z,0) = \/2_[%03 ) Ai (xq(@)”s — wk), (2.10)

ol L'(wy) =[5~ Ai(x — wy)dz ~ /2wy est telle que ]|ek(.,0)”L2(R+) =1; il‘ se trouve que ces
constantes de normalisations sont exactement les valeurs de la dérivée de la fonction L introduite en
(2.9) calculées en wy. On fixe une valeur h—¢ < K, < h=1/4¢ ¢ > 0, et dans un premier temps on
montre qu’il existe une fonction réguliere g; .1 telle que, pour tout k < K, on ait

27

mKwk<gh,a,l>(07I7y) = 5M($7ya a7wk)7 V1 < k < Kh7 (211)

ainsi que ) ;- %Kwk (9h,a,1)(0, 2, y) = O(h™). D autre part, pour des valeurs wj, > Kj, > h™°
on peut utiliser des arguments de phase stationnaire dans K, (¢); on montre qu’on peut construire
une fonction réguliere gy, , - telle que, si x € C5° est a support dans [0, 1], alors

<Z e NEW (1 — x(hw)), Ku(gh.a2)(0, 2, ) Z Em (@, y, a,wp) + O(h), (2.12)
NezZ k>Kp
et aussi .
<Z eszL(w)X(hew% Kw(gh,a,2)<07 xz, y)>w = O<h’oo) (213)
Nez
On déduit de (2.12) et (2.13) que gp 4,2 Vérifie
ZeszL gha2)<0 T y Z (9]\/[ x , Y, a, wk) +O<h00)
NeZ k>Kp,

ou la somme sur £ > K, est en réalité finie et s’arréte a £ < 1/h (car au dela il s’agit de consi-
dérer des ondes transverses qui ne rencontrent le bord qu’un seul fois au plus). Pour construire
Jh.a,2, On utilise la Proposition 1 (Airy-Poisson) pour écrire le terme a droite dans (2.12) sous la
forme (3", e NEW(1 — x(w/wk, ))E(x, a,y,w)). et on montre qu’au plus trois termes dans cette
somme sur N (correspondant aux valeurs N € {0,+1}) ont des contributions non-triviales ; on sé-
pare ensuite la somme a gauche dans (2.12) en deux parties correspondant aux N € {0,+1} et
|N| > 2. Dans la somme sur N € {0, £+1}, chaque terme peut étre décomposé en deux parties en
écrivant Ai(¢) = e™BAL(C) + e BA_(C) (car w > h™, w,a < h¥3 et § ~ 1/h ce qui im-
plique |(| = w — zeg(x,y,0,w) = h™°). En regroupant astucieusement ces contributions, on met
en évidence deux opérateurs intégraux de Fourier, elliptiques, qu’on peut donc inverser pour obte-
nir deux fonctions régulieres g, .2 + dont la somme, notée gy, 2, vérifie (2.12) et (2.13). Puisque
K (91 + 92) = Ko, (g1) + Ko, (92), la somme gp, 41 + gha2 Vérifie

1
2w Z m[(wk (gh,a,l + gh,a,2) = XO(_h28§ + xqmay))%(hDy)éw:a,y:O .
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Intérét du résultat Comme déja mentionné au début de cette partie, le résultat du cas modele, ainsi
que sa généralisation au cas d’un domaine strictement convexe, représentent une avancée importante
dans la compréhension de la dispersion pour les ondes, avec une analyse microlocale détaillée de la
propagation d’une onde pres d’un bord. 1l s’agit de la premiere construction d’approximation haute-
fréquence des ondes a un niveau de précision suffisant pour en déduire des estimations de dispersion.
Notre construction permet de surmonter la présence d’un nombre arbitraire de caustiques, ce qui est
a notre connaissance le premier résultat de ce genre.

Pour aller plus loin

Une question naturelle serait de se demander quelles sont les estimations de dispersion optimales dans
un domaine borné de R? ? Dans le cas strictement convexe, pour répondre 2 cette question nous avons
di comprendre les propriétés géométriques des cones de lumiere (en autres termes, de la stratification
de la "sphere" de rayon ¢, qui est le lieu des points atteints en temps ¢ en suivant les bicaractéristique
généralisées). Dans ce cas, la géométrie du front d’onde devient singuliere en temps arbitrairement
petit (dépendant de la fréquence et de la distance initiale au bord). Cette étape particulierement im-
portante, qui consiste en une analyse raffinée de la géométrie du front d’onde (rendue difficile a cause
de la présence des rayons multi-réfléchis et de leurs limites, les rayons glissants), suivie de plusieurs
arguments de phase stationnaire dégénérée, permet d’obtenir la dispersion optimale.

Traiter le cas d’'un domaine général représente un vrai défi : on peut penser obtenir des résultats
(optimaux si possible), en suivant les grandes lignes de 1’approche a I’intérieur du convexe strict, dans
le cas d’un convexe non strict (le cas de I’intérieur d’un cylindre modele a été traité par mon doctorant
Len Meas - voir [20]).

Une situation qui peut créer des difficultés d’un ordre plus élevé est celles des points du bord ou la
courbure change de signe (rappelons ici que, d’une part, la méthode qui consiste a doubler la métrique
le long du bord ne peut pas €tre utilisée si on souhaite des résultats optimaux dans les variables
tangentielles et que, d’autre part, la propagation des singularités de Melrose et Sjostrand ne peut pas
étre appliqué directement pour obtenir la dispersion).

Fig. : Premiere étape a franchir : une surface de type selle. Source : Wikipedia

Enfin, dans le cadre le plus général, il faudrait comprendre la situation des points du bord pres desquels
passent des géodésiques ayant un contact d’ordre 3 au plus avec le bord et classifier les différents
types de caustiques susceptibles d’apparaitre (car il n’est pas totalement exclu qu’il puisse y avoir
caustiques d’ordre plus élevé que les queues d’aronde - lorsqu’on considere des dimensions d’espace
plus grandes).
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Fig : Sections d’une surface caustique de type "papillon" (en 3D a gauche, en 2D a droite). Source :
Y. A. Kravtsov et al., Caustics, "Catastrophes and Wave Fields", 1999

2.2 Estimations en temps long pour les ondes dans le modele de Friedlander
et applications au flot de Klein-Gordon

Dans les Théoremes 1 et 2 le temps est borné : le domaine qui nous intéresse est strictement convexe
et donc borné (le modele de Friedlander étant un modele simplifié de la boule unité). En effet, sur des
variétés compactes il ne peut pas y avoir de dispersion en temps grand pour un paquet d’ondes, car il
n’y a tout simplement pas la place ou disperser (d’autre part, pour 1’équation de Schrédinger sur un
compact, la vitesse "infinie" de propagation est la cause d’une perte immédiate - en temps tres petit,
dépendant de la fréquence - dans I’estimation de dispersion). Cependant, si on ne peut pas espérer des
estimations de dispersion en temps long dans la boule unité, on peut se poser la question (naturelle)
de savoir si de telles estimations globales en temps peuvent étre obtenues dans le domaine de Fried-
lander qui n’est pas compact méme s’il est localement un modele pour la boule. On peut d’ailleurs
penser a un guide d’ondes en spirale.

On peut se poser ces questions dans le cadre plus général du flot linéaire de 1’équation de Klein-
Gordon :
(02 — A +mPu™(t,z) =0, z €
ul™],—o = ug Gu'™|,—o = uy, (2.14)
u™ =0, x €.

Comme avant, A est I’opérateur de Laplace-Beltrami dans Q et si 92 # (), on considere la condition
au bord de Dirichlet. Ici m € {0,1} : lorsqu’on parle de 1’équation des ondes on écrit u(™=9 et
lorsqu’on considere I’équation de Klein Gordon on écrit u(™=" . Pour Q = R? avec métrique plate, la
]g;) (t,z) to (2.14) avec donnée uy = d,,, u; = 0, 7o € R? a une formule explicite
m=1 1 i(x—x 7 m
Uﬁgd )(757 T) = @ny eHF=mo)eHity/IgP+m? ge

et, en utilisant des arguments standard de phase stationnaire on obtient I’estimation de dispersion libre
pour tout temps ¢ > 0, ol ’on remarque I’influence de la masse pour ¢ > 1/h, ou la dispersion devient
meilleure (méme décroissance que pour Schrodinger) :

solution u

m _ . da—1 d—1 1
(DY ey < O min {1, (b/0)'F, (/)T =} 2.15)

Lorsque 2 = €, avec métrique gp héritée de Ap et (ug,u1) = (Y(hDy)03—ay=0,0), la fonction de
Green pour (2.14) est obtenue (au moins formellement) de la méme maniere que (2.3),

G™((t,z,y), (to, xo,Y0)) = Z/d et VMmN pi<(u=10):0> 0 (1 9)ey (0, 0)dO . (2.16)
Rd—1

k>1

28



On écrit Gy = G™=° pour la fonction de Green des ondes (sur (0,00) x ) et Ggg = G™=!
lorsqu’on considere le flot de Klein-Gordon. On doit traiter séparément les situations suivantes (dont
seulement la premiere a été considérée dans [OI7, OI13] dans le cas de Gyy) :

— Les "grandes fréquences" /—Ar ~ 27 pour j € N, j > 1 : cela implique \/\,(0) ~ 27 et la
situation la plus délicate apparait lorsqu’on considere |f| ~ 27 également, ce qui correspond
aux directions initiales presque tangentes au bord quand le nombre de réflexions au bord atteint
son pic. En effet, si on note (£, 0) les variables duales de (x, y) dans 1’espace cotangent, on a

Me(0) = |02 + wi 0]V, €% ~ wy|f|Y? (2.17)

et lorsque A (0) ~ 2% et |0|*> ~ 2% alors I’angle (£/|0])? prend des valeurs petites, et corres-
pond a des directions initiales dans un petit cone autour d’une direction parallele a la tangente
au bord en (a, 0). Lorsque (£/|6])? est = 1, cela correspond a des rayons transverses (qui, pour
des temps grands, peuvent aussi rebondir un grand nombre de fois sur le bord mais induisent
des estimées de dispersions meilleurs que dans le cas des "directions tangentes" (£ / \9\)2 < D).
On pose h = 277 € (0,1/2] et on introduit une localisation spectrale ¥ (hy/A(6)) sous I'in-
tégrale en 6 dans (2.16), ou Y, € C’OO([z, 2]) pour obtenir une paramétrice locahsee spectra-
lement (car —Ap(e!<¥%>ey(z,0)) = M\ (0)e*<¥%>¢x(x,0)). On remarque que pour chaque k
dans la somme (2.16) on a (£/]0)? ~ (wi|0]72/%) ~ wih?/? et, en utilisant 1’asymptotique
wy, ~ k2?3, cela implique que seulement les contributions de & < h~! correspondent a des
directions "tangentes". Soit ¢ € C5°([3, 5]) tel que 1 (§) + >° .5, 1(2/€) = 1. On définit la
partie "tangentielle" de la fonction de Green (localisée en #) G™ pour (x¢, yo) = (a,0) comme
suit

Gt x,a,y) Z/ VMO i<v0> 4y (10| )py (h/ Ne(0) er (22, 0)er(a, 6)dB .
Rd-1

k>1

(2.18)

Il s’agit d’'une somme finie k& < 1/h qui correspond aux angles (£/]0])? ~ (wi|0]72/3) ~
wih?/3 < 1, olr la derniére inégalité est due aux propriétés des supports du cut-off 1.

— Lorsque /—Ap ~ 2 et 0 < |0] < 277! on a wy|0|*® ~ 2%. En utilisant (2.17), ce case

correspond 2 des directions purement transverses (puisque (£/|6])? ~ wy./|0]>/3 ~ 227 /|0)? >

4) qui n’avaient pas été traitées auparavant dans ce domaine (dans [OI7], [OI11] le temps

étant borné, la situation (£/|0])* = 1 correspond a un nombre fini de réflexions au bord et

les estimées découlent de [4]). On introduit la partie "transverse" de la fonction de Green G™

: bm m N co(rl 3 Ank
comme suit G} := .| G}y, oU, pour ¢ € C5°([3, 3]) comme précédemment,

G (b2, a,y) Z/ ity/m?+ 0 (0) <002 ) (B0 )y (h/Me (0) ) e, B)ex(a, B)d6 .
Rd-1

k>1

(2.19)
Dans (2.19) la somme sur k£ est également finie et restreinte (grace au support de ;) a
wr S hi/3 /h?. Dans ce cas, la distance initiale au bord a peut prendre des valeurs assez larges
1 < a < 4(h/h)? (au dela de 4(h/h)?, la décroissance exponentielle du facteur d’ Airy ey, (a, 6)
donne une contribution O(h*), de la méme maniére que dans G#’m pour a 2 1). Quant aux
estimations de dispersion, apres une succession de changements de variables, 1’analyse de
Gm peut étre ramenée a une situation similaire du cas précédent (comparable a celle de

Gm)
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— Les "petites fréquences" |[\/—Ap| < 2 et |\/—A,| < 2: on considere ¢ € C3°((—2,2))
avec ¢ = 1 sur |0, ‘%] et, comme précédemment avec 11, on introduit la localisation spectrale
d(\/ Ak(0)) sous I'intégrale en 6 dans (2.16). Puisque (1 — ¢(|6]))P(1/Ax(6)) = 0, on rajoute
la cut-off ¢(|@]). On souhaite traiter ensuite toutes les valeurs |6] ~ 277 pour j € N. On

définit Ya(p) = d(p) — ¢(2p), alors Y . ¥ (27]0]) = &(|0]) et [0] # O sur le support de
chaque 1/(27]6]) (qui est inclus dans [2, 2]). Puisque {ej(z,0)}4>0 forme une base de Hilbert
de L*(R) pour tout || # 0, on est toujours autorisé 2 utiliser la décomposition (2.2). On

obtient une paramétrice de (2.16) sous la forme } . G7" avec donnée (¢(D)dz—q,y=0, 0)

ACTUEDS /¢ (o T8E) oo et Oy 0

Le dernier cas des petites fréquences n’a jamais été rencontré dans nos travaux précédents.
Dans [OI14], nous avons récemment obtenu le résultat suivant pour G dans (0, 00) X € :

Théoreme 4. ([0O114]) Soit m € {0,1}, d > 2 et x € C§°(]1,2[). Il existe C' > 0 tel que pour tout
a>0,he(0,1),te€R, lasolution u™ de (2.14) avec A remplacé par Ag, S par €y et avec donnée
(ug,u1) = (040, 0), 01t 0, désigne la distribution de Dirac en un point (a,0) € Qq, vérifie

(/=R 0,)] < Spmin {1, (1)),

i
Soit ¢ € C§°((—2,2)) égale a 1 sur [0, 2]. Il existe Co > 0 tel que pour tout a > 0, t € R*

6(v/ =) (1, 2.0,)| < Comin {1, ﬁ}

1l existe Cy

(/=)D (t,2,a,9)] < Cy mm{lﬁl%}

Si une paramétrice pour (2.14) s’obtient d’'une maniere équivalente aux ondes (en termes de modes
de galerie, puis, en utilisant une formule de type Airy-Poisson, en termes de réflexions au bord, la
difficulté majeure par rapport a la situation d’un temps borné est le fait qu’on peut avoir beaucoup
plus d’ondes qui se croisent pres du bord. Si pour £ < 1 la preuve est identique a celle pour les
ondes, pour ¢ > 1 il faut distinguer plusieurs régimes, et pour chaque régime compter le nombre
d’ondes qui peuvent avoir une contribution non-triviale a un instant donné, ainsi que la somme de
ces contributions. La preuve devient rapidement tres techmque dans le reglme t € (1,1/h) lorsque le

nombre d’ondes qui "comptent” est d’au plus O(1) + \/av ,avec \ = ; pour t > 1/h, le nombre
de modes étant trop grand, la paramétrice en termes de réflexions au bord ne peut plus étre utilisée car
la perte devient trop importante ; dans ce cas on revient aux modes de galeries e, et on utilise de fagon
essentielle le fait que le temps est assez grand pour pouvoir faire des phases stationnaires dans les
intégrales oscillantes de la somme des e, (notons que cette méthode ne s’applique pas pour ¢ borné,
ni méme pour ¢ < 1/h suffisamment grand). Remarquons enfin que, contrairement au cas libre, la
présence du terme de masse n’améliore pas la décroissance pour ¢ grand : en quelque sorte, méme
pour les ondes, dans le régime ¢ grand (ou ¢ ~ 1 et a petit), on utilise déja le terme wy|0|*/® dans
Ak(0) comme m est utilisé dans le cas libre, pour I’analyse des modes de galerie. En régle générale,
ce terme domine m qui n’apporte donc aucun gain supplémentaire.
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Les petites fréquences Notons que dans le cas des petites fréquences le Théoreme 4 implique des
résultats optimaux pour I’équation des ondes mais une perte pour Klein-Gordon, en particulier lorsque
la localisation spectrale correspond & —Apr ~ 1 et |D,| ~ 1, lorsque I’on perd une puissance t1/6
(méme par rapport aux estimations des ondes). Si on se place en dimension d = 2, les phases des
intégrales de G’* valent (bém) ‘= 0 + t\/02 + w043 + m2, avec 6 ~ 277 sur le support de v et
\/ 02 + w043 +m2 < 2 sur le support de ¢. Pour m = 0, cette phase n’a pas de points critiques
dégénérés sur le support du symbole. Par contre, sim = 1 et k ~ 2%, alors sur le support de 1)5(276)
il peut y avoir un unique point § ~ 277 critique dégénéré d’ordre 2. En effet, cette dérivée seconde

vaut
f(92/37 wk)
3’
V0% + w43 + 1

ol f(z,wi) = 1— 3wz~ (z%wy, — 1) — swx2z? est une fonction strictement décroissante et z < 1. Pour
kE=1w ~2/33et f(1,w;) ~ 0,06. Puisque le support de 1), est [%, 2], il existe 6 sur ce support
tel que f(6%/3,wy) = 0.Si6 =270 avec j > 1et§ € [2,2], I'équation f(272/30%/3,w;) = 0 a une
solution seulement pour une unique valeur k¥ = k(j) qui vérifie k(j) ~ 2% (on utilise w;, ~ k?/3).
Lorsque cela arrive, le lemme de Van der Corput induit un facteur ¢~'/3 (et on peut montrer en faisant
une phase stationnaire dégénérée que cette perte est méme optimale). Notons que cela correspond
uniquement a une localisation spectrale telle que —Ap ~ 1.

En un certain sens, nous sommes ramenés a un opérateur sur la variable tangentielle qui est de la
forme —A, + ¢ Ay|2/3 + 1, ou ¢ > 0 est un wy. Imaginons que I’on est en 2D, y € R, alors on est
amené a considérer 1’intégrale oscillante suivante,

v(z,t) = /eit(zn VInPelnlEem®p, () dn

Ohor) =t

ou ¢ localise autour de 1 ~ 1, et pour laquelle il y a un point critique dégénéré lorsque m = 1, qui
n’existe pas pour m = 0.

On a donc mis en évidence un nouvel effet en temps long, relié a la présence de la masse sur ce
modele, dont on peut penser qu’il ne s’agit pas uniquement d’un artefact du modele considéré et qu’il
peut apparaitre dans des modeles plus réalistes de guides d’ondes.

2.3 Applications aux estimations de Strichartz

Cette partie, qui résume les articles [OI6], [OI10], [OI8] et [OI11], présente nos résultats positifs
récents concernant les estimations de Strichartz 4 I’intérieur d’un domaine strictement convexe de R¢,
obtenus a partir de nos travaux sur la dispersion, ainsi que des contre-exemples qui améliorent ceux
obtenus dans ma these [Ol4], assez surprenants a I’époque.

2.3.1 Premiers contre-exemples aux estimations de Strichartz (travaux [OI4, O16])

Un des résultats principaux [OI4] obtenus dans ma theése consiste a montrer que, dans ce domaine
particulier de Friedlander (€4, gr), si (d,q,r) est une paire strictement admissible pour I’équation
des ondes avec r > 4, alors le rapport

[wll £ogo,17,27 ()

(2.20)
||U0||Hﬁ<d,q,r>+é<i—%>(m + ||U1HHﬁ(d,q,rH%(i—%)—l(Q)
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(ou H" désigne ’espace de Sobolev homogene) prend des valeurs arbitrairement grandes pour des
données initiales (uo, u;) convenablement choisies : autrement dit, une perte de (5 — %) dérivées
est inévitable dans les inégalités de Strichartz et cela est du a la présence des caustiques générées en
temps arbitrairement petit pres du bord. La caractéristique clé de la variété qui amene a un contre-

exemple est la convexité stricte du bord, c’est a dire la présence des rayons multi-réfiéchis.

Dans le cadre du modele de Friedlander (£24, gr) décrit dans la Section 2.1, le contre-exemple est
construit, essentiellement, comme une superposition de solutions de type cusp de (1.1) : en effet, les
fonctions propres de —A - s’écrivent sous la forme e Ai(|n|?/3x — w;), ol la condition de Dirichlet
impose que (—wy, ) soient les zéros de la fonction d’ Airy, Ai(—wy) = 0. En écrivant ces modes sous
la forme e Ai(|n|?/3(x —a)), la valeur propre est |n|(1+a)'/2, ce qui implique que I’onde se propage
a vitesse (1 + a)'/? dans la direction tangentielle 3. Pour construire des ondes qui ne dispersent pas
il faut superposer des modes avec la méme valeur du parametre a. Si on ignore la condition au bord
pour le moment, la superposition de tels modes pour des fréquences 1 ~ % donnerait, en utilisant
le comportement asymptotique de la fonction d’ Airy, une solution essentiellement supportée dans un
h-voisinage du cusp y — (1 + a)'/?t = +|a — z|*/2, 2 € [0, a]. Le but est de construire une solution
similaire avec condition au bord, tout en prenant a aussi petit que possible dépendant de h. Au lieu
de travailler avec les zéros d’Airy, la condition au bord sera satisfaite en prenant une superposition
de solutions de type cusp, chaque terme dans la somme étant choisi pour annuler la contribution au
bord du cusp d’avant. La relation entre les amplitudes est dictée par I’application de billard qui, grace
aux translations en temps et variable tangentielle, a une formule explicite (rappelons que 1’application
de billard est définie en un point hyperbolique en suivant les deux rayons issus de ce point jusqu’a
ce qu’ils croisent de nouveau le bord ; notons que dans tout voisinage d’un point glissant, qu’on peut
regarder comme étant "un point diffractif vu de 1’autre coté du bord, il y a des points hyperboliques.)

Dans la continuation de ma these, j’ai ensuite généralisé dans [OI6] ce résultat au cas d’une variété
(€2, g) de dimension d > 2 a bord régulier qui satisfait la condition suivante : on suppose qu’il existe
un point du bord 0€) et au moins une bicaractéristique qui passe par ce point et a un contact exacte-
ment d’ordre deux avec 0€) en ce point.

Notons qu’un domaine borné, régulier, quelconque de RY, d > 2 satisfait cette hypothése, car on
trouve toujours un point sur son bord qui vérifie la condition précédente. En particulier, un domaine
strictement convexe satisfait, bien sir, cette condition.

La construction de [OI4, OI6] est de nature microlocale. Le passage du modele de Friedlander a
un domaine satisfaisant I’hypothese précédente consiste en deux parties majeures : dans un premier
temps on fait une réduction au cas bidimensionnel (en raisonnant par 1’absurde) ; ensuite on utilise le
Théoreme 3 d’équivalence des surfaces glancing de Melrose pres d’un point du bord ot I’hypothese
est satisfaite. On obtient ainsi une perte de dérivées de 3(d, ¢,r) + ¢(3 — %) en dimension d > 2 qui

6\1
fournit des contre-exemples pour d € {2,3,4}.

Ce résultat a été surprenant car on s’attendait a ce que les estimations de Strichartz pour I’équation
des ondes dans un domaine soient les mémes que dans le cas libre. En fait, certaines fonctions propres
du Laplacien, appelées modes de galerie, qui accumulent leur énergie tres pres du bord, contribuent
a des normes L"(€) tres élevées et induisent ainsi des pertes de dérivées dans les estimations dite de
fonction carrée par rapport au cas sans bord.
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Fig. : A gauche : le dome de la cathédrale St.Paul, ou le Lord Rayleigh a étudié les modes de galerie;
a droite : I’intensité du son (venant des deux personnages du dessin au centre).

D’ailleurs, lorsqu’on s’intéresse au flot de Schrodinger semi-classique avec donnée initiale dans I’es-
pace des modes de galerie, on s’apercoit qu une perte est inévitable dans les inégalités de Strichartz
aussi. Cependant, ces modes de galerie, longtemps considérés comme étant les "pires" données a
pouvoir décrire des éventuelles pertes de dérivées, vérifient les estimations de 1’espace libre pour
I’équation des ondes.

Résumons sur un diagramme 1’état des résultats connus AVANT nos travaux récents [OI10], [OI11],
et notons que notre construction de paramétrice de [Ol11] (qui raffine celle de [OI7]) a permis, dans
[OI10], d’améliorer les contre-exemples [O14, OI6]

= loss of atleast 1/6(1/4—1/r)  derivatives
B - oss s unavoidable (O (08,°09))
- = sharp Strichartz ~ (M.Blair,H.Smith, C.Sogge (’08))

= GAP to be filled...

1/q d=2

Nos contre-exemples de [Ol4, OI6] montrent que dans la région en rouge, les estimations de Strichartz
ne peuvent pas étre vérifiées comme dans le cas plat, alors que les résultats de [4] montrent que pour
des indices (g, r) dans la région en bleu les estimations de Strichartz sont vérifiées. Précisément, a
partir de (2.20) on déduit en particulier que les estimations de Strichartz invariantes d’échelle ne sont

pas vérifiées pour 2 + - > 72, alors que dans [4] on démontre des résultats positifs pour ? + ;- < 3.

2.3.2 Strichartz : perte 1/6 [OI8]... ou moins [OI11]

Dans notre travail [OI8] avec G. Lebeau et F. Planchon, nous avons montré que 1’on pouvait utiliser
les estimations tres précises que nous avions obtenues sur la fonction de Green pour, en quelque sorte,
"moyenner” sur les pires temps ¢,, dans la dispersion (car hors de touts petits voisinages de t,,, définis
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dans le Théoreme 1, les pertes dans la dispersion proviennent uniquement des singularités de type
cusp, avec 1/6 au lieu de 1/4 dans la fonction (¢, h, a)) et prouver des estimations de Strichartz avec
pertes de 1/6 dérivées pour (23, gr) :

Théoreme 5. [[OIS]] Les estimations de Strichartz restent vraies pour la solution de (1.1) dans
(Qq=3, gr) avec % = (% — %) (% _ %)

L’énoncé rend précis ce que ’on entend par “perte” : il s’agit de la quantité retirée a (d — 1)/2 dans la
relation entre les exposants ¢ et . Heuristiquement, I’exposant (d—1)/2—1/6 est celui qui apparaitrait
dans I’estimation de dispersion, en lieu et place de (d — 1)/2 — 1/4, pour permettre une démonstration
directe par I’argument classique du théoreme précédent.

Notons que ce résultat a été démontré dans [4] en dimension d = 2 pour des métriques arbitraires
(et, par conséquent, sans I’hypothese de convexité stricte). Par contre, pour d = 3, le Théoreme 5
améliorait tous les résultats connus jusqu’a trés récemment et semblait, au moins en partie, clarifier
le probleme des estimations de Strichartz au moins dans un cas modele en dimension d = 2, 3. Nous
avons ensuite réalisé que ce n’était pas le cas (en lien avec les difficultés qui apparaissent pour la
dispersion dans le cas d’un convexe général) et nous avons ainsi réussi a obtenir les contre-exemples
[OI10] aux inégalités de Strichartz pour les ondes en dimension d = 2 qui sont meilleurs que ceux
présentés dans la Section 2.3.1 ainsi que, dans [OI11] le résultat positif suivant :

Théoreéme 6. [[OI11]] Les estimations de Strichartz pour (1.1) sont vérifiées dans (22, gr) pour des
paires (q,r) telles que

(2.21)

Pour d = 2, [4] obtient §(2) = é (mais pour tout bord régulier), alors que notre résultat [OI7] sur

la dispersion implique seulement 6(2) = i (en utilisant la méthode 77" habituelle). Pour d > 3, la

perte (optimale) de 1/4 dans nos estimations de dispersion du Théoréme 1 donne, uniformément par
rapport a la dimension, §(d) = 1, ce qui améliore déja les résultats de [4] (o1 §(3) = Z et §(d) = 42
pour d > 4; mais il faut remarquer, de nouveau, que dans [4] il n’y a pas de restriction sur le bord).

1/ - l/q =3

172 1/r

34



1/q & d=4

542 5/32 116

Les résultats [OI8, OI11] reposent en grande partie sur des estimations plus précises conduisant au
Théoreme 1 (dont certaines implicites dans [OI7]) et, surtout, sur une partie des techniques introduites
pour sa généralisation dans le cas d’un convexe quelconque [OI13]. En particulier, la décomposition
par rapport a I’angle d’incidence joue un rdle important. Rappelons que la perte de 1/4, optimale pour
la dispersion, implique, en utilisant la méthode 7"7™ usuelle, des estimations de type Strichartz sans
perte (en termes d’échelle) mais avec des indices modifiés :

1 d—1 1y/1 1

<G

q 2 4/\2 r
Pour obtenir un résultat qui correspondrait a une perte 1/6 (du Théoreme 5 ou de son amélioration
(2.21) du Théoreme 6), il faut s’intéresser au lieu et a la fréquence de I’apparition des caustiques
responsables de la perte et montrer qu’elles sont suffisamment exceptionnelles pour que I’effet d’une
moyenne en temps, présent dans les estimations de Strichartz puisse atténuer la perte. En effet, il se
trouve que si a > h'/3, la perte correspondante dans 1’estimation L> de la fonction de Green Gy
introduite dans (2.3) est trop importante pres des temps exceptionnels ¢,, pour qu’on puisse espérer
appliquer un argument 77" classique pour obtenir des Strichartz optimales. Dans ce régime, il faudra
localiser la fonction de Green pres de ces points ¢,, ou une singularité de type queue d’aronde se forme
et obtenir des estimations plus raffinées dans de tres petits voisinages autour de ces points. Une pre-
miere approche consiste donc en une analyse raffinée d’une part de la somme des modes de galeries
dans le terme a droite du (2.3) (pour constater que pour a petit, la perte n’est que d’1/3), technique
inspirée des méthodes utilisées pour estimer les sommes exponentielles; d’autre part, de calculer
intelligemment les normes Lebesgue de la fonction de Green pour profiter de I’effet de moyenne.
Ceci conduit au résultat de [OI8]. Dans [OI11], nous ajoutons un ingrédient supplémentaire, ou 1’on
cherche 2 exploiter le facteur a'/* dans I’estimation de dispersion : apres introduction d’un parameétre
7 relié a I’angle d’incidence (on localise 1’opérateur z + |9,| 720, |* ~ 7), ce facteur devient v'/%. De
facon générale, I’ensemble des estimations précisées liées au Théoreme 1 comporte un facteur de v,
et ’estimation de Strichartz obtenue dans [OI8] comporte donc un tel facteur. A I’opposé, le résultat
de Smith et Sogge permet d’obtenir, par sommation sur des intervalles de taille v'/2, d’obtenir 1’es-
timation de Strichartz libre, mais avec un facteur de v~—!. L’interpolation entre ces deux estimations
conduit au résultat final dans [OI11]. En pratique, [OI11] refait intégralement la construction de pa-
ramétrice du cas modele : outre une simplification substantielle de la construction de paramétrice du
[OI7] de la dispersion sur le cas modele, elle apporte une compréhension plus profonde du compor-
tement de ces solutions pres du bord, et constitue un excellent guide de lecture du cas général exposé
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dans [OI13].

Dans la suite on donne un apercu de cette nouvelle construction, pour d = 2, et des estimations de
dispersion raffinées qui ont permis d’obtenir (2.21). En localisant Gy, pour ¢ = I ~ %, Ai(n/h) ~ %

ainsi que wy >~ 757 olla Sy < 1 est un petit parametre, et en utilisant la Proposition 1, on obtient

Gwn(t, z,a,y) = Z Gwny(ts @, a,y),

max{h?2/3,a}<v<1

ot Gy (t, T, a,y) =3 neg Ve (T, 2, a,y) et ob, pour 1, 1y € C5°([3, 3]), on définit

1 L xX 0,8,
Via(t 2, a,y) = W/Rd—l /R/RQ ein PN mabrv s | 2y, (|n )iy (/) dsdodadn . (2.22)

La phase @y, (t, 2,y, 0, s, a, 1), obtenue en écrivant la forme intégrale des deux facteurs d’Airy, est
donné par

0.3 3

s h . .
DN pa =yn+|n (? +o(z—a)+ 5 T s(a —a) — NWL(\UP/SO(/}LQ/‘}) +tvV1+ 04) , (2.23)
ou la fonction L(w) est définie dans (2.9). Dans la suite on estime, de maniére optimale, combien
d’ondes Vi ,(t, -) vont produire une contribution non-triviale a un instant donné ¢ > 0.

Lemme 1. ([OI11, Lemma 4]) A [t| > /7 fixé, ZﬁlNlQO(t) Vi (t,-) = O(h>).

Pour un point (¢, z,y) fixé en espace-temps, on note N, (¢, z,y) ’ensemble de N € Z tels que la
contribution de Vi (¢, z, a,y) dans (2.22) n’est pas O(h*°) (e.g. tels qu’il existe des points station-
naires pour la phase @y, , dans toutes les variables), et aussi NV , (¢, z,y) ’ensemble des N apparte-
nant a A, (t', 2’, y') pour un point (¢', 2’, ) "suffisamment” proche de (¢, z,y) tel que |t' —t| < /7,

|z —a'] <vetly +'vVT+7y—y—tyT+7] <2,

Ntz y) ={N € Z,(3)(0,s,a,n) tels que Vo5 0. Pn.an(t, z,y,0,s a,1) = 0},
Nig(t:2,) = Ut aryliv—tis m et 1<rly + v T -yt T3 2 Na (0 2, 4).

Proposition 3. Soitt € R, [t| > h ety = h21=9)/3_ Alors
— Le cardinal de N ,(t, x,y) vérifie

t
Ny (t 2, y)] S O(1) + - i

et cette borne est optimale.
— La contribution de la somme des Vi . pour N ¢ N1 ,(t,x,y) est O(h™).

Notons qu’une version faible de la Proposition 3 a été démontrée dans [O17] pour @ > h*/7 : dans ce
régime, le cardinal de \V; ,(t, -) est évidemment uniformément borné pour tout ¢ < 1. La généralisa-
tion & tout y > max{a, h*!'~9/3} s’avére cruciale dans la preuve du Théoréme 6. Nous ne donnons
pas ici d’éléments de preuve de la Proposition 3, disons simplement qu’elle repose sur une analyse
du systeme d’équations satisfait par deux points critiques différents, mais proches au sens de leur
appartenance a \ ,, ce qui permet in fine de majorer la différence des N’s correspondants. A I’op-
posé, pour un N qui n’est pas dans N ., on montre que le gradient de la phase n’est jamais nul, puis
qu’il est méme uniformément minoré, ce qui permet de faire une phase non-stationnaire. Le caractere
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algébrique du systeéme d’équations est ici trés utile, et, dans le cas ol ¥ > A2, on peut méme le
rendre completement explicite en remplagant L(w) par le premier terme de son expansion, ce qui aide
a batir I'intuition. Il convient de noter que si d > 2, il faut prendre en compte ’angle en 7, ce qui
rend I’argument un peu plus délicat (et, pour le cas général, au dela du modele, c’est indispensable et,
si le résultat demeure, sa démonstration se complique en raison de la présence du I' provenant de la
transformation canonique, qui intervient jusque dans la définition de I’ensemble N ., : on peut y voir
une manifestation du fait que, dans le cas général, la courbure le long d’une direction de propagation
en y n’est plus uniforme.)

Grace a la symétrie en x et a de la fonction de Green GGy, on peut considérer uniquement z < a.
De ce fait, si y > 4a, les points critiques de la phase @ ;, , sont tous non-dégénérés et pour chaque
G'1, 4>44 ON Obtient des estimations comparables a celles de I’espace libre. La pire situation est celle ou
v~ a>> h?3, lorsque ® N,h,a PEUt avoir plusieurs points critiques dégénérés (en o, s) en méme temps.

Soit t € [/a,1] fixé et T := t/\/a. D’apres le Lemme 1, seulement Vi ,(¢,) avec N ~ T peut
avoir une contribution signifiante. Les trois résultats qui suivent fournissent des bornes optimales

pour chaque Vi , défini dans (2.22) avec T~ N € N} 4(t,-). Soit A := “3}52 > 1.

Proposition 4. Pour 1 < |N| < A3 et [T —4N| <1/N, ona

1 h1/3
Vnalt, x, a, < — ) 2.25
| ]\[7 ( xT,a y)l ~ h2 ((N/)\l/3)1/4+ |N(T_4N)‘1/6) ( )
Proposition 5. Pour 1 < |N| < A3 et [T —4N| > 1/N, ona
\% < L hs 2.26
a ta s Uy ~ 19 . .
Proposition 6. Pour A\L/3 < N, on a les estimations suivantes
1. Si A3 < N <\ alors
< 1 h1/3
2. SiA< N < 1/+/a, alors
1 W3 /\/N
Vo (T, X, Y)| S / (2.28)

~ 2 (N/A/3)1/2°

Les Propositions 4, 5, 6 et 3 permettent de démontrer le Théoréme 1. L’estimation raffinée (2.25) est
obtenue dans [OI11] par une analyse soignée autour de la dégénérescence des arguments de phase
stationnaire autour des ¢,,. En résumé, la phase de Vi , comporte quatre variables : la variable 7 est la
direction de propagation en y, elle ne produit a priori pas de décroissance, mais elle localise le front
d’onde, ce qui est bien siir utile. On la laisse de coté (en retenant I’information qui relie y a ¢, essen-
tiellement). On fait une phase stationnaire classique (non dégénérée) en «, et il nous reste alors deux
variables, s et 0. Suivant les régimes, il y a plusieurs cas : ’'une des variables (au moins) permet une
phase stationnaire non dégénérée, on la fait, et dans la variable restante, on utilise une phase station-
naire éventuellement dégénérée, a I’ordre 2 au plus (ou, plus simplement, Van der Corput puisqu’il
s’agit de la derniere étape, donc d’une majoration); ou les deux variables produisent chacune une
phase stationnaire dégénérée, qui est alors a 1’ordre un (phase d’Airy). Enfin, si a < h'/2, la phase
stationnaire dans la variable 7 apporte une décroissance supplémentaire, qui est particulicrement utile
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pour contrer 1’augmentation progressive des recouvrements d’ondes successives, matérialisés par le
second terme dans (2.24). En ce qui concerne les estimés de Strichartz, (2.25) permet de se localiser
précisément la ou I’argument usuel de type 77" ne s’applique plus.

Dans la suite on esquisse tres rapidement la preuve du Théoreme 5 en 3D, mais I’on n’insistera pas sur
le Théoreme 6 qui nécessiterait de nombreux détails supplémentaires (des éléments sur la numérologie
associée sont donnés en fin de section). On pose

A(f)(t, z,y) = /GW,h(t —s,x,a,y — b)f(s,a,b)dsdadb.

L’exposant dispersif est dans ce cas ag—3 := % — %

L'2/5([0,1], L=(23)) (donc r = co et ¢ = 12/5) :
BNAGD e < Ol sy 28 = (d—00) =3 5/6 = 13/6.

= %. Il s’agit d’estimer la norme de Strichartz

On résume la situation : les singularités de type queue d’aronde apparaissent seulement en ¢, =
4ny/ar/1 + a, © = a; elles ont un effet sur les intervalles de temps I, := (¢,(1 — a),t,(1 + a)). En
dehors de I,, on ne voit que des cusps qui font perdre au plus (%)*1/ 6 dans la dispersion et induisent
donc les estimations de Strichartz avec ¢ = 12/5.

On décompose Gy, (t, z,a,y) = Gwno(t, z,a,y) + Gwh sing(t, T, a, y) o0 Gy p sing dénote la partie
singuliere, associée a une localisation en espace - temps de Gy, dans des boules centrées aux points
ou les queues d’arondes apparaissent, i.e. en

|z —al < %, it — 4nyv/av1+ a| < a®n.
n

En utilisant les Propositions 4, 5, 6 , on obtient les estimations suivantes :

Proposition 7.

hQB sup |GW,h,0<t) x,a, y)| S O|t|_5/6a
x?y

1
1 51p Gung(t:2,0,3)| < Dlta, ), sup / D(ta W< oc, p <3,
T,y a, —
On remarquera que le choix du a/?n dans la définition de la partie singuliere est fait pour que, dans
I’estimation de la Proposition 4, quand on est sur la partie non singuliere, on retrouve la dispersion
usuelle mais avec perte 1/6, ce qui conduit la premiére estimation dans la Proposition 7. Soit A =
Ap + Aging, le découpage correspondant a la décomposition précédente. L’estimation pour A, en
découle facilement, car la convolution par |t|~°/% envoie L'?/7 dans L'?/°. En utilisant la Proposition
7 on déduit que h?’ Ay, est borné de L!L} , dans Lf‘%;‘fy : remarquons qu’il est indispensable de

s™a,b
faire la convolution (L? * L' — LP) avant d’intégrer en a :

||A8mg(f)(ta xay)HLgoy < /Sup |GVV,h,8ing(t - 57,0,y — b)l X |f(87 a, b)|d‘9dadb

x?y

5/h2ﬁD(t— s,a,h)|f(s,a,b)|dsdadb

| Asing (F) (2, 9) g, S / 1Dt — 5,0, )| o1 (5, @, Bl adad

[ Asing (F) (& 2, )|y e, ShT2 sup | D(t, a, bl 21 f (s, a,0)]| .1

)"
a,h ’
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Comme on travaille avec des normes locales en temps, on en déduit immédiatement 1’ estimation sou-
haitée puisque 1 < 12/7 et 12/5 < 3.

Pour terminer cette partie, décrivons brievement un argument un peu différent, qui correspond a
I’énoncé suivant, démontré dans le cas général d’un convexe strict :

Théoreme 7. ([O113]) Supposons d > 3 et u une solution de (1.1) sur un domaine strictement convexe
Q. Alors il existe T, Cr tels que

[l Loo;ryer ) < Cr (ol | gs gy + urll gro-1(qy) + (2.29)

oup =d/2 —1/q— d/r (condition d’échelle) et (d, q,r) tels que ¢ > 2 (q # 2 pour d = 3),

< (E—a(d))(l—l), witho(d) > = — — =241 21y
2 2 r

Remarquons que, pour d = 3, on retrouve le résultat précédent énoncé sur le modele, a epsilon pres.
Prenons donc d = 3 : on introduit de fagon naturelle des opérateurs A a partir des opérateurs A
de la démonstration précédente, en remplacant Gy, par Gy ou la paramétrice des ondes a été
convenablement localisée pour un angle d’incidence donné a < v < 1. Cela revient a introduire une
troncature supplémentaire dans la définition de K, donnée par (2.7), ou h2/3w ~ v (dans le cas mo-
dele, comme nous I’avions déja indiqué, cela revient a localiser 7 + A 202, qui commute au flot, dans
le cas général, on s’assure que la troncature préserve raisonnablement le flot). Le régime intéressant,
pour d = 3, est encore a > h'/3, et 1a dispersion obtenue dans le cas général, avec une perte (t/h)"/4,
fait également apparaitre un facteur v'/* si I’on considére seulement Gw,p,. L'argument standard
T'T™ nous donne donc I’estimation suivante, ou la puissance de h (qui est —23) est escamotée dans le
signe :

1450 s Sertlfl g - (230)

Ly Lge LP L}
D’un autre coté, A, vérifie les estimations habituelles de dispersion, sans perte (en appliquant [4] ou
en inspectant les arguments de [OI13] pour les ondes n’ayant qu’un seul rebond au plus); ainsi, on
obtient les estimations de Strichartz homogenes sur un intervalle de taille /'/2. En empilant les esti-
mations correspondantes, on obtient une estimation en temps fini, qu’on traduit en terme d’estimation
inhomogene,

1-2¢

1 Sh voo2 Hf” 2 1. (2.31)

5 Lt1+26 Lzl —e

145 £l

On interpole alors entre (2.30) and (2.31), en visant 7%, avec £ > 0 donné par I’interpolation (pour
pouvoir sommer sur 7y ensuite),

2
LTI-2e¢],

SR . 232)

Lt7+125 Lzl —

A e
Et en sommant donc sur 7y, on retrouve, mais cette fois dans le cas général, I’estimation avec I’exposant
g =12/5, a e pres.

Les arguments plus sophistiqués de [OI11], pour d = 2, sont, en quelque sorte, la combinaison des
deux arguments précédents en un seul, avec une numérologie spécifique a la dimension deux. Le pre-
mier argument est effectué en prenant grand soin des constantes, pour obtenir une estimation LY >,
qui correspond & une perte 1/6, mais avec un facteur de v qui se trouve étre v/® (et méme /¢ si
v > h'/3). Le second argument est ensuite effectué en utilisant d’une part cette derniére estimation, et
celle obtenue par empilement des Strichartz libres, qui est L L>, avec une constante /4. L’inter-
polation des deux estimations conduit a la numérologie finale, L36/7 00 (perte §(2) = 1/9), et, dans
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le cas particulier ot I’on se restreint & v > h'/3, & L?L>° (qui correspondrait & une perte théorique
optimale 6(2) = 1/10). On a ici totalement passé sous silence le régime des v < h?/37¢, qui nécessite
un traitement particulier basé sur des estimations mode de galeries par mode de galerie, uniformes par
rapport a w.

2.3.3 Amélioration des contre-exemples existants [O110]

Les contre-exemples que j’avais obtenus dans [Ol4, OI6] semblaient étre consistants avec divers ré-
sultats existants, dont [28], [35] : en effet, on aurait pu envisager une relation entre la numérologie de
contre-exemples et les estimations obtenues dans [28] dans le contexte de I’équation de Schrodinger
(ot 'exposant r = 4 apparait d’une fagon naturelle, ainsi que dans le travail de [35] ou les auteurs
s’intéressent aux estimations de projecteurs spectraux) et il aurait pu sembler naturel de penser qu’en
s’inspirant des stratégies de [28] et de [35], on allait pouvoir aboutir a des résultats positifs optimaux
pour des indices < 4. De plus, la construction des contre-exemples avec données de type cusp im-
posait > 4, et cette condition semblait nécessaire pour obtenir des normes L?L" élevées.

Cependant, dans le travail récent [OI10], on montre que les estimations de Strichartz pour (1.1)
peuvent étre vérifiées dans ({23, gr) seulement si les paires admissibles (g, r) se trouvent dans la
région bleu de la Figure de la Section 2.3.2. Ce résultat améliore les contre-exemples existants [O14,
0I6] : §(2) > 5 de [OI4, OI6] est remplacé par §(2) > -, alors que la restriction 7 > 4 en dimension
2 est éliminée. Ainsi, non seulement la "perte" obtenue dans les estimations de Strichartz de [OI11]
est plus importante, mais on descend la plage des indices pour lesquels cette perte existe a r = 2.

Théoréme 8. ([0110]) Les estimations de Strichartz (1.3) peuvent avoir lieu dans le domaine (Qs, gr)
seulement pour des paires (q,r) qui vérifient

1 1 1 1 1
<)) e

En particulier, pour r = +00, on trouve q > 5.

Il est intéressant de noter que, dans [OI11], nous obtenons des estimations de Strichartz presque
optimales (jusqu’a ¢ > 5) pour le régime ot v > h'/3. Autrement dit, dans le régime ol les queues
d’aronde dominent et sont responsables de la perte la plus grande a temps fixé, nous savons démontrer
des estimations completement optimales sur les paquets localisés en angle d’incidence. Le cas le
pire dans les estimations de Strichartz obtenues dans [OI11] est donc relié a I’estimation (2.27) : la
situation ol nous avons deux phases stationnaires dégénérées de type Airy est donc la pire a ce jour,
autour des N ~ \?/3, pour lesquels les deux termes au dénominateur de (2.27) sont du méme ordre,
sur une majeure partie de I’intervalle de temps ot vit Vi ,. Cette région correspond a a ~ h*/?,

La construction pour d = 2 peut étre étendue a d > 3, cependant, on retrouve alors les résultats de
[OI6] : 1a preuve est par contre beaucoup plus élémentaire (et explicite) que dans [O14].

Théoreme 9. ([O110]) Pour d = 3,4, 5, les estimations de Strichartz (1.3) peuvent avoir lieu dans le
domaine (g, gr) seulement pour des paires (q,r) qui vérifient

1 d—1 1—4 1 1
S < - TV (LY (2.34)
q 2 12—-24/r ) \2 r
Remarquons que, sur cette formulation, la restriction a des indices (g, ) admissibles vérifiant (2.34)
implique de nouveau r > 4 (comme dans [OI4, O16]).
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Les contre-exemples de [Ol4, OI6] avaient été construits en propageant (soigneusement) un cusp au-
tour du régime a ~ h'/2. Pour obtenir de contre-exemples dans toute la région en rouge dans la
Figure de la Section 2.3.2 on commence avec un paquet qui est le méme cusp que dans [Ol4], mais
lissé avec une Gaussienne 4 choisir convenablement, mais centré autour de a ~ h'/? et on le propage,
en estimant la solution qui en résulte (avec ce paquet comme donnée initiale) a I’aide de la paramé-
trice construite dans [OI11]. On peut voir cette solution particuliere comme étant une somme d’ondes
correspondant aux réflexions consécutives sur le bord : a tout instant ¢ et pour tout point fixé (x, y) de
I’espace il y a essentiellement une seule onde qui contribue de fagon non-négligeable. Chaque terme
dans la somme atteint son maximum en un point précis, dépendant du nombre de réflexions corres-
pondant, et on peut estimer la taille de la région (en (x,y)) ou I’amplitude de 1’onde reste proche de
cette valeur maximale, ce qui permet d’obtenir une borne inférieure de toutes ses normes de Lebesgue.
La norme en temps est ensuite estimée en utilisant le fait que ces ondes sont "presque orthogonales".

Soit h € (0,1),1 > a > h*?et X\ := % et soit M un grand parametre a choisir plus tard comme
fonctions de «a, h; on considére comme donnée initiale a £ = 0 une fonction wug(z, y) donnée par la
formule explicite suivante, correspondant a I’heuristique précédente,

ug(z,y) = % /e'zy”w(n) /eikn((ﬁl)“f*;ﬁ) dsdn . (2.35)
On voit facilement que g est microlocalement concentrée autour de £ ~ 1. Gréce a cette formule
(2.35) on peut calculer explicitement [|uol|2_ = (hM /a®?)'/*. En décomposant la transformée
de Fourier en y, 4o(x,n/h) = > o ex(z, n/h) < ex(.,n/h),to(.,n/h) >r2r,), on obtient, de la
méme maniere que lorsqu’on a construit Gy, dans (2.3) a partir de (2.2), une solution u(t, z,y)
de I’équation des ondes (1.1) avec A remplacé par A sous la forme d’une somme indexée par les
z€ros d’ Airy wy ; en utilisant ensuite la Proposition 1, suivie par plusieurs intégrations dans diverses
variables, on retrouve

)\1/2M1/2 i )
u(t, x,y) = > / en¥p(n) / AN v (aE) dndSdE, (2.36)

3/2
2P G
ou la phase ¢y, a valeurs complexes, est donné par

t (E—1) N 9 M ¥3
=— — —L(M)*PE) +i—(E -1+ % +S(X — E). (237
TR T MY (B 1P 4 S N E) @3)
Notons que la différence entre (2.37) et la phase (2.23) vient uniquement d’une partie complexe due
au choix de la donnée initiale (méme si la similitude des deux phases n’est pas particuliecrement mise
en valeur ici par le choix des variables d’intégration).

YN

Soit Ry == {(t, 2,9),t/v/a € 4JVT T a+ (—eo, 60), [r/a — 1] < o, |(y + t3/@)/a®?] < 60}.

Proposition 8. Pour tout n € N¥, il existe C,, tel que pour tout 0 < J < \/La pour tout 1 < M < A
et pour tout (t,z,y) € Ry, ona

A2 71/ i .
‘u(t,x,y) — (Q)—S/%/Ghy"w(n) /e“\"wxl(aE) dnd2dE| < C, A" (2.38)
7r

La Proposition 8 dit que si ¢ est suffisamment proche de 4.J+/a\/1 + a et = est suffisamment proche
de a, alors dans la somme (2.36) qui définit u(¢, z,y) une unique intégrale, avec N = .J, donne une
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contribution non-triviale. On peut donc explicitement estimer la norme LIL*° de u sur U;R; qui
représente une borne inférieure de ||| £a(jo,1),20(022))

1P| Laqpo,1g;po00)) 2 (VM)A (2.39)

a condition de demander M > A!/3 (cela revient a des questions de taille du régime en (x,%) sur
lequel on peut minorer » par une méme constante pas trop petite). Puisqu’on connait la norme de ug
et qu’on trouve, a partir de (2.39), une borne inférieure de ||| L4(j0,15;27(02))- il suffit ensuite de choisir
les meilleurs valeurs de a et M pour maximiser la perte dans les estimations de Strichartz. Pour cela
il faut prendre a ~ h'/3 et M ~ -, ce qui prouve (2.33).

Intérét de ces résultats Nous avons montré que la perte dans la dispersion (a temps fixé) pour les
ondes dans un convexe strict, due a la présence des singularités de type queue d’aronde dans le front
d’onde, n’est pas 1’élément limitant dans les estimations de Strichartz pour ces ondes : les singulari-
tés sont isolées en temps (mais il y en a de plus en plus souvent en s’approchant du bord), on peut,
en moyennant convenablement, obtenir de meilleures estimations qu’attendu. La encore, il n’exis-
tait aucun résultat comparable auparavant. Nous avons ensuite amélioré ces résultats, en raffinant la
construction de [OI7] et en améliorant par ailleurs les contre-exemples existants par une utilisation
judicieuse de la paramétrice. Ces résultats auront d’autres conséquences, au dela des estimations ponc-
tuelles, puisque la construction de la paramétrice est un outil puissant qui devrait permettre d’obtenir,
entre autres, des résultats de propagation de singularités précisée, qui, jusqu’a maintenant, étaient hors
de portée. A leur tour, ces résultats doivent permettre de progresser dans des questions délicates de
controlabilité, laissées ouvertes par Lebeau et Rauch il y a une vingtaine d’années.

2.4 Estimations de projecteurs spectraux dans un convexe strict

Terminons par un bref panorama des estimations de projecteurs spectraux en lien avec ce qui précede.
Les estimations de Strichartz admettent plusieurs variantes. Une qui est particulierement proche des
estimations des fonctions propres est 1’estimation de la fonction carrée, qui affirme que, dans la cas
d’un domaine sans bord, la solution de (1.1) vérifie

2(d+1)
[ullzra@yL20m) < OT( ||U0||H6<pd>(9) + HU1HH6(pd>—1(Q) )7 Pa = Td—1 (2.40)
ol §(p) = max (d(% -3 =3 @11 _ %)) L estimation (2.40) implique des estimations pour les
projecteurs spectraux :
Ixall 2@y o) SHTW, 2<p < oo, (241)

ol I’opérateur Y, est la projection L? sur I’espace engendré par les fonctions propres dont les valeurs
propres correspondantes A vérifient A\ ~ 1+O(h). Cet argument peut étre inversé : les estimations de
projecteurs spectraux impliquent des estimations comme (2.40). Les estimations (2.4 1) sont optimales
sur toute variété Riemannienne sans bord. Lorsque 2 est une sphere, certaines fonctions propres
saturent ces bornes, ce qui démontre leurs optimalité.

Si € est un domaine a bord strictement concave (partout), x;, vérifie toujours (2.41) (voir les travaux
de Grieser (1992) pour d = 2 et de Smith et Sogge (1995) pour tout d > 2). D’autre part, pour un
domaine borné (ou une variété compacte) {2 dont le bord n’est pas partout concave, le probleme des
projecteurs spectraux s’avere particulierement délicat.
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Notre construction tres récente des modes de galerie a I’intérieur d’un domaine strictement convexe
générique [OI13] devrait permettre d’obtenir les estimations de projecteurs spectraux conjecturées
par Smith et Sogge prés d’un point de J€2 ou le bord est strictement convexe. En fait, ces modes sont
des fonctions propres du Laplacien, (avec conditions de Dirichlet ou de Neumann au bord), qui se
concentrent dans un voisinage de taille h%/? x h“z" du bord et les estimations (optimales) attendues
en dimension d > 3 sont les suivantes :

h*(§+%)(%*%)’ 9 < p < bdt+d
=P = 3d (2.42)
< p < oo

IXnllL2—ze S pod—1)+d  edta

'’ 3d—4
En dimension 2, des résultats optimaux ont été établis par Smith et Sogge (Acta, 2006) dans le cas
d’une variété compacte ; en dimension plus grande ils ont obtenu des résultats partiels mais leur mé-
thode (qui ne "voit" qu’une seule réflexion au bord) ne s’avere pas optimale et la question de savoir
si, oui ou non, (2.42) reste vrai en dimensions d > 3 reste ouverte.

Pour aller plus loin...

Comprendre si les effets de concentration des modes de galeries pourraient étre atténués en modifiant
la forme du bord aurait un grand intérét dans la conception des fibres optiques, ou les caustiques fi-
nissent par briiler le matériel, comme dans I’image suivante :

Fig. : A gauche : la formation de caustiques dans une fibre optique circulaire ; a droite : la trajectoire
des rayons apres avoir coupé un petit morceaux du bord (le bord devient droit sur le petit segment en
rouge) ; la caustique est détruite grace au mouvement chaotique.

Source : F. Mortessagne (Institut de Physique de Nice), "Speckle statistics in a chaotic multimode fibre".

3 Equation de Schrodinger dans un domaine strictement convexe

Dans ce qui suit, on va aborder 1’équation de Schrodinger sur un domaine par des méthodes semi-
classiques (ce qui revient a se ramener a un intervalle de temps inversement proportionnel a la
fréquence), permettant le travail dans des coordonnées de carte avec des données localisées spec-
tralement. Soit ¢ € Cg°([3,2]) et h € (0,1]. Dans I’équation (1.2) on introduit le temps semi-
classique t — ht et on consideére une donnée initiale localisée a fréquence 1/h, c’est a dire telle
que vy = (—h*A)vy € L*(R?). Si on remplace v(t, x) par v(ht,z), on obtient le probleme semi-
classique suivant

ihOw + h*Av =0,  v|—g = Y(—h>A)wy. (3.1)
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Si on note e"21)(—h?A)vy(x) le flot semi-classique linéaire, la solution de (3.1) s’écrit

1

PRI D) = i [ e 2

Les inégalités de Strichartz pour 1’équation de Schrodinger semi-classique (3.1) s’écrivent
del_ 1 i
h2(z T)||6 htA¢(—h2A)Uo||Lq(R,Lr(Rd)) < C||¢(_h2A)UOHL2(Rd)7 (3-3)

ou (g, ) une paire d-admissible pour 1’équation de Schrodinger en dimension d > 2. L’inégalité de
dispersion pour le probleme semi-classique devient

€A (—h2A v | ooty < C(h[t])~ 2] (—=h2A)vo || 11 ey (3.4)

Vitesse finie de propagation pour I’équation de Schrodinger semi-classique :

On rappelle la méthode de G. Lebeau [17] pour montrer la vitesse finie de propagation de (3.1).
Soit 2 un ouvert borné de R? a frontiére réguliere C> et soit Ap 1’opérateur de Laplace dans €
avec condition de Dirichlet sur le bord. On note (e, A, ),>1 un systeéme orthonormal dans L*(Q2) de
fonctions propres de —A p avec condition de Dirichlet sur 9. Soit o € (0,1/2) et 5 > 2; on note

Ji = {v|2fa < /A, <288}, Fy :=span{e,|v € J;} € L*(Q).

On identifie les éléments vy o € [}, a la solution du probleme d’évolution, ou i, = 2k

{ ihkatvk; + thka = O) dans R x Q’ (35)

vk(0,2) = vgo(z), vk|rxaa = 0.

1. Microlocalisation du probleme (3.5) dans un domaine compact de l’espace des phases : On a
un recouvrement fini par des ouverts U de coordonnées locales (z/, z4) tels que

UNQ={(",zg)||x'| <1,zq4 >0} si UNIN#D.

On écrit v, = Y, Opp, (q+)vk, ot Opy(gs) sont des opérateurs h-pseudodifférentiels avec
supp(q—) C {|¢| < 2D}, supp(q;) C {|{| > D}. Pour D assez grand, la contribution
Opn,, (g4 )vi, sera Op2rya)(hy°), c’est a dire

VM >1 3C, >0 ||Ophk(q+)vk||L2(RXQ) < CMhéV[ (36)

D’autre part, si x(7) € C5°(R,) vaut 1 au voisinage de [o?, %], ¢ € C5°, on montre aussi
que

Jim {|(1 = ) (A De) () Op, (4- )kl 12 xs2) = 0. (3.7)

A ce stade x(hD;)Opy(q_) est un opérateur h-pseudodifférentiel en (¢, z), & support compact
dans I’espace des phases 7 € [a?, 3?], |¢| < D pourun D > 1.

2. Propagation des singularités (jusqu’au bord) [23], [24] :

Définition 1. On dit qu’un point py = ((to, o), (70,&0)) € T*(R x 9Q) UT*(R x Q) n’est
pas dans le front d’onde au bord de v = (vy,)y, vy € Fy, noté W Fy(v), s'il existe un opérateur
h-pseudodifférentiel de symbole q(t,x,T,&,h) a support compact en (t,x,,£), elliptique en
po, et € C§° égale a 1 pres de x tel que

VM >1 3Cy  |Oph, (0)vr]l2@xay < Curhy'
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D’apres les estimations précédentes (3.6), (3.7), on a
WFb(U) - {T € [@2752]7 ’6‘ < D}

Pour obtenir des informations plus précises et en particulier la propagation sur le flot géodé-
sique, on utilise une transformation qui ajoute une variable et supprime le parametre Ay pour se
ramener aux théoremes d’analyse microlocale standard pour les problemes aux limites d’ordre
deux. Soit O(v)(s,t,2) == 3, e > vy (t, ) qui vérifie

3§,t@(v) = AD@(U); dans R, x R; x Q, Q(U)|RS><R,5><8§2 =0.

On définit W F,(v) en utilisant des opérateurs pseudodifférentiels standard (tangentiels pres du
bord) comme sous ensemble fermé de 77 (R, x R; x Q) UT*(R, x R; x 0N2). Par le Théoréme
de R.Melrose et J.Sjostrand [23], [24], le front d’onde au bord W F,(O(v)) est invariant par
le flot bicaractéristique généralisé de o7 — |£]2. On démontre dans [17, Lemme 1] le résultat
suivant :

Proposition 9. (Vitesse finie de propagation) Pour p € T*(R; x Q) UT*(R; x 992) soit 0(p, s)
le point de T*(Ry x Ry x Q) UT*(R; x R, x 09)

0(s,p) =(s,0=1,p), (s,0)€ T"R;.
Alors pour tout so, v = (), vk € Fy, po € T*(RQ) UT*(R; x 09)

po € WFy(v) sietseulement si  0(sg, po) € WF,(O(v)).

3.1 Estimations de dispersion optimales pour I’équation semi-classique dans
le domaine de Friedlander

Je me suis intéressée récemment a 1’équation de Schrodinger, ol, dans sa version semi-classique, on
s’attendait depuis longtemps a pouvoir progresser en parallele avec comme but de permettre de dé-
bloquer la théorie de Cauchy pour les équations non-linéaires dans les domaines bornés (par exemple,
le caractere bien posé, dans I’espace d’énergie, de 1’équation de Schrodinger cubique en 3D). La dif-
ficulté nouvelle par rapport aux ondes est le fait que la vitesse de propagation, finie pour I’équation
semi-classique d’apres la Proposition 9 mais cependant pas constante, donne naissance a un nombre
tres important de paquets d’ondes qui "vivent" a un méme instant donné et ont, chacun, une contribu-
tion non-négligeable (notons que pour les ondes qui se propagent a vitesse constante, a un instant fixé
il y a essentiellement un seul paquet qui donne une contribution non-triviale).

Sur des variétés compactes (méme sans bord), on ne peut pas s’attendre a des estimations comme
dans I’espace libre : une perte doit apparaitre car I’espace est borné ; I’obtention des inégalités de type
Strichartz est un fait remarquable, car les estimations de dispersion ne sont pas vérifiées, méme sur de
(tres) petits intervalles de temps.

Dans [OI4], j’avais démontré qu’il devait y avoir une perte d’au moins % de dérivées dans les es-
timations dispersion et de Strichartz pour le flot de Schrodinger semi-classique dans le domaine de
Friedlander, perte obtenue directement en prenant comme donnée initiale un mode de galerie (de la
forme [ %4 (h|0])ex(z,0)er(a, 0)dl avec a < h?/3). 11 n’est toujours pas connu que ce résultat soit
optimal ou non pour Strichartz (a-t-on la méme perte de % pour tout a < 17?), ni méme si une perte de
dérivée en temps semi-classique devrait automatiquement engendrer des pertes en temps "classique”
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dans le cas d’'un domaine non-captant générique (dans cette géométrie, des portions concaves du bord
agissent comme des miroirs et re-focalisent les paquets d’ondes - ce qui implique évidemment des
pertes dans les estimations de dispersion). En fait, comprendre les estimations de dispersion et de
type Strichartz dans un domaine extérieur (qui ne soit pas I’extérieur d’un convexe strict) s’ avere étre
une tache particulierement difficile : les obstructions du cas d’un borné disparaissent, au moins dans
le cas d’un domaine non-captant ; par conséquent, on peut raisonnablement penser que les estimations
de Strichartz devraient étre vérifiées, pourtant on n’a pas de moyen de le montrer. Le "conflit" entre
cette question et une perte dans les Strichartz semi-classiques est seulement apparent : dans un do-
maine non-captant un paquet d’onde passe trop peu de temps dans un espace trop petit pour fournir
une contradiction.

On considére dans la suite I’équation de Schrodinger semi-classique dans (€24, gar), ol gps désigne la
métrique héritée de 1’opérateur A, introduit dans (2.5),

ihOw + h*Apv =0,  v|mo = Y(hDy)6s—ay—0, v = 0. (3.8)

Rx0Q
Le résultat principal obtenu s’énonce comme suit :

Théoréme 10. ([0112]) Let ¢ € C5°([3,3]), 0 < ¥ < 1. Il existe des constantes C(d) > 0, 1 >
To > 0et1 > ag > 0 telles que pour tout a € (0, ao], h € (0,1) et |t| € (h,Ty], la solution v(t, ) de

(3.8) avec donnée vy(z,y) = Y(hDy)0y—q y—o Vérifie
(d-1)

1 h\ "2 +1
oDt e S galy) (3.9)

De plus, pour tout |t| € (\/a, Ty] et tout [t|h}/? < a < ag, ces bornes sont saturées, et on a

1
ai h (a-1 1
L7J+Z

|10 (RDy)v(t, , y) || ooy ~ W(m) (3.10)

Remarque 3.1. Selon les différents régimes de a, h,t, on peut obtenir des estimations améliorées
pour Y(hDy)v(t, 2,y) :

d—1

1 /h\5
|[Y(hDy)v(t, z,y) || L) S ﬁ<m> Yha(t),

oil, pour 0 < e < 1/6 suffisamment petit, si a < sup{h?/3=¢,(|t|h)'/2}, alors

1/2
(&) sih <t S nisse,

’)/hﬂ(t) = (3.11)
V/sup{h2/3=<¢ (th)1/2}, si |t| = hY/3+€

et, si sup{h?/3=< (|t|n)"/?} < a < ay, alors

(

D\ 172 (32 \ /3
Ve(f) o+ mPllogal,si (57) <

(3.12)

- 1/3
Yh,a(t) (hayi/4 4 p13| logal, siv/a S \% < <a3;l/2> ;

1/2
(ﬁ) , for |t] < a.
\

46



Lorsque |t| € (y/a, Ty) et [t|h'/3 < a < agonaa > h¥3 et |t| > /a > h'/3, [t|hY/3 > (|t|h)Y?,
ce qui revient a sup{h*?®, (|t|h)'/?} < a. Puisque |t|h}/* < a on trouve (ha/|t])}/* > h'/3|log al et
dans la seconde ligne de (3.12) la contribution principale devient a*/*(h/|t|)/*,

Remarque 3.2. En utilisant la construction des quasimodes de la Section 2.1.2, il semble naturel
d’espérer pouvoir éteindre ce résultat a tout un domaine strictement convexe général. A noter que
dans le cas d’un domaine convexe quelconque méme le régime a < h présente des difficultés par-
ticulieres en raison de la présence de "l’image miroir" : en effet, lorsque la donnée est localisée
trop pres du bord, sa localisation par multiplicateur de Fourier ne s’annule pas nécessairement sur
le bord ... Dans ce cas, méme le choix d’'une donnée initiale telle que la condition de Dirichlet soit
vérifiée représente un probleme en soi. Dans [OI13], on contourne notre manque de compréhension
des fonctions propres du Laplacien en utilisant la théorie spectrale pour I’opérateur modéle Ay, de
(2.5) pour construire une donnée appropriée pour toute values de a > 0. Ainsi, la construction d’une
paramétrice dans le cas de I’opérateur modéle /\); (comme somme de fonctions propres mais aussi
en termes d’ondes réfléchies au bord) et I’obtention de ses meilleures propriétés de décroissance a t
[fixé représente une étape cruciale pour pouvoir généraliser le Théoreme 10. Cela est un travail en
rédaction.

Dans la suite on esquisse les idées de la preuve du Théoreme 10 lorsque A, est remplacé par Ap
et lorsque d = 2. Si la fonction de Green Gy, (voir (2.3)) pour le flot des ondes s’écrit comme une
somme d’ondes "presque-orthogonales" en temps, qui "vivent", chacune, essentiellement entre trois
réflexions successives (au moins si a > h*/7) et permet d’estimer la norme L*° de la somme a un
moment fixé par la norme d’une seule onde, dans le cas de Schrodinger semi-classique on obtient, a
partir la décomposition spectrale (2.2), une paramétrice pour (3.8) qui s’écrit sous la forme suivante :

Gsvh = Zmax{h2/3,a}§y<1 GS,h,'ya ou

1 . _
Gonn(tz,a,y) = > - / et/ g/ hapy (n)ey (v, m/h)ex(a, n/R)dn. (3.13)
R

kz¢21
Ici 7, comme dans le cas des ondes, est un petit parametre et la situation la plus délicate correspond a
v =~ a (en effet, siy = a = x, les deux facteurs d’ Airy e;, ont des points critiques dégénérés). Puisque,
pour chaque £ (méme borné), on a une perte de % dans les estimations de dispersion (voir [Ol4,
Théoreme 1.2 (1)]), il n’est pas envisageable d’utiliser cette formule pour en déduire des résultats
optimaux... En utilisant la Proposition 1, chaque G, , devient a son tour une somme indexée sur le
nombre de réflexions au bord comme suit : Gy (t, 2, a,y) = Y yey Wiy (L 2, a,7), ot

1 i§
Wisslta) = Gospamr 3 [ [ ek lia(o) dsdodady. @14
Nez JRxRI-1 JR2

€L

Ici la phase @y 5, 4(t, 2, y, 0, s, m) s’écrit sous la forme suivante

3 83

5 o h
Oy pa=yn+|n (3 +o(x—a)+ 3 +s(a—a) — NWL(IU\Z/ga/hQ/?’) +tn|(1+ a)) , (3.15)

et la seule différence par rapport a (2.23) est le facteur |n|?(1 + «) de ¢ (au lieu de || pour @y 4, o).
— Une différence majeure par rapport a Gy, est le fait que, dans cette somme qui définit
Gsha» 11y a beaucoup trop de termes qui interferent a un instant donné, ce qui est du au
fait que les paquets d’ondes se propagent a des vitesses différentes. Dans le cas de Gy, 4, la
Proposition 3 donne une estimation optimale du nombre d’ondes qui peuvent se croiser a ¢
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fixé, estimation qui est uniformément bornée si a > h*7. Or, il est facile a voir que, a ¢ fixé,
chaque Wi ,(t,-) avec N ~ t/ \/a contribue de la méme maniére dans G s.h,a- Par conséquent,
nous avons besoin des estimations tres précises d’intégrales oscillantes qui permettraient de
sommer sur le nombre de réflexions pour estimer la norme L* de Gg, , directement par la
somme des normes L>° de chaque Wy , : pour des valeurs suffisamment grandes de a telles que
a 2 max{(ht)/? h*3~<} nous allons utiliser un équivalent des Propositions 4, 5, 6 obtenu
pour Wy ,.

Si A =a’?%/hett/\/a > \/3, alors I’ersatz de la Proposition 6 pour Wy, permet d’évaluer

1 shN\@d=1)/2 rht\1/2 .
|Gsnalt: Mo < 25 (7 ) ()7 azmax{(he)/2 02y (.16)

Sit/\/a < \'/3,1a situation est bien plus délicate : on introduit une fonction explicite

Y t 4N\/_ o y t
1 a ) )
lyl = 2Nva |yl 4NVa 2N a

(obtenue a partir du point critique non-dégénéré en « dans I'intégrale (3.14)) et ou O est
un certain polyndome en a. Cette fonction est bien définie et proche de 1 sur le support du
symbole de Wy ,. Pour y fixé sur le support du symbole on doit avoir ‘y| ~ 1 (condition qui
est 1mposee par le support de v apres la phase stationnaire en 7 dans (3 14)). S’il existe un

~ t/+/a tel que 'on ait | K, (77 55) — 1] < %, cet entier N est unique avec cette
proprlete et I’équivalent de la Proposition 4 s’écrit

Yty ||

a 9 9 3.17
ANV 2N 2 G.17)

Proposition 10. [OI12] Pour 1 < N < \'/3 et |K, (i 2Nf) 1| < 3z 0na
1 /hy\ -1/ h'/3
Walt, 2,09 S 5 (5) ,
ni\ (NP N B|(Ko( s, nre) — DIVO)
(3.18)
(d_l)/Q 1/3
et Wy a(t, =, a,y)] [,— aKa(4Nf,2Nf): #(%) NS

Si, au contraire, |K, (7272 N %) — 1| > w5, alors I’équivalent de la Proposition 5 s’énonce

Proposition 11. Pour 1 < N < \'/3 et |K, (%7 ave) — U 2 1/N? ona
1 shy(@=1)/2 h1/3
(Wralt, z,0,9)| S —(—) . (3.19)
hile (142N |Ko(377 swya) — DIV?)

Lorsqu’on considere la norme L> en x > 0, y, on peut écrire, a ¢ fixé, et pour |y| ~ 2t,

sup |GS,h,a(t7x7aay)| < sup sup Z |WN,a(t7x7a7y)|a
y,|y|~2t J<f Y, ly|~2t,|y+O0(a )\€[4J72,4J+2}\/EN:t/\/a

et, pour chaque J, le Sup,, 1,1~ o4 1y +0(a) efts—2,4+21va 2o N~t/va |WN.a(ls T, a, y)| est majoré, au
plus, par |[Wy, o(t, 2, a,y)| +2ZN¢N Wi o(t, z,a,y)| dans le cas le pire lorsqu’il existe IV,
tel que | K, (757 o~ 2N ) —1| < NQ La somme sur N # N, vaut au plus 5 (% by3 R/3; en

méme temps, la contribution venant de I'unique terme Wy, ,(, z, a,y) vaut

1 h.a hl/3

= N 1 h a1 ha
N = (N/A1/3)1/4_W(¥

)7 (—

1/4
)

et est plus grande que la précédente dans le régime ¢/1/a < \/3 considéré ici.
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— Notons que I’estimation (3.16) implique une perte d’au plus 1/4 seulement si a > (ht)'/?; en
effet, méme si les estimations des | Wy ,| sont optimales pour chaque N, lorsque a est petit, le
nombre d’ondes dans G'g ;, , devient trés large et empéche d’aboutir a des résultat satisfaisants.

En fait, la condition a > (ht)'/? correspond a des N qui vérifient N ~ t/\/a < “3;{2 =M1
faut remarquer qu’il existe une sorte de dualité entre les deux sommes, indexées selon les zéros
d’Airy et le nombre de réflexions au bord, et qui définissent la méme paramétrice : lorsque a

est petit, alors & ~ X est également petit dans Ggy, 4, €t c’est alors N ~ \/La qui augmente.

C’est pourquoi, lorsque a < (ht)'/?, on utilise directement la formule (3.13) pour déduire
le 1/4 dans la dispersion. Notons cependant que, contrairement aux ondes, pour lesquelles
chacune des intégrales dans (2.3) vérifie les estimations de dispersion usuelles, dans le cas de
I’équation de Schrodinger semi-classique méme les premiere valeurs de k& dans (3.13) vont
induire une perte de 1/6 dans la dispersion : puisque, pour a < (ht)'/2, on a a faire & au plus
k ~ a3?/h < (ht)3/?/h intégrales dans (3.13) et que chacune de ces intégrale fait perdre 1/6,
on obtient in fine le résultat attendu.

3.2 Application aux inégalités de Strichartz

Déja depuis I’obtention de nos premiers résultats pour les ondes dans le domaine de Friedlander,
nous avons commencé un travail dans le but d’obtenir des estimations de Strichartz (optimales) pour
Schrodinger en temps semi-classique dans (€24, gr). Nous avons conjecturé a I’époque que la pire
"perte" devait étre de % dérivées (par rapport au cas plat) et qu’elle devait correspondre a celle que 1’on
obtient en faisant agir le flot linéaire sur les modes de galerie (i.e. les e, avec k borné, correspondant
a des distances initiales au bord de taille a ~ h*/3). Méme si on n’est toujours pas en mesure de
répondre a la question d’optimalité concernant les estimations de Strichartz, le Théoreme 10 implique,
en utilisant la méthode 71T habituelle, le résultat suivant :

Théoréme 11. Soit (q,r) une paire Schridinger-admissible pour d > 2, % < (

soit s = g — 3 — g, alors la solution v to (3.8) avec donnée v vérifie

Nl
|
=
N——
VRS
[
|
=S =
N——
Q
~

| (h D)ol Lago,mo).Lm@a)) S 7 llvoll Lz - (3.20)

La preuve du Théoreme 11 est obtenue a partir du Théoreme 10 en utilisant la méthode 77 classique
ainsi que I’argument de Keel-Tao [13] pour ¢ = 2 en dimension d > 3. La perte semi-classique
(invariante d’échelle) correspond a 1/4 dérivée en espace, comme on peut le remarquer en dimension
d = 2, pour laquelle la paire extrémale (pas admissible ) (2,00) avec s = 0 est remplacée par
(8/3,00) avec s = 1/4. Ce résultat améliore [3] oli, pour d = 2, on trouve (3, c0). Plus généralement,
[3] obtient (2, c0) comme point limite pour d > 3, e.g. s = d/2 — 1, alors que Théoréme 11 implique
(2,2(2d — 1)/(2d — 3)) comme point limite avec s = 1/(2d — 1).

Remarque 3.3. Notons cependant que, contrairement aux ondes pour lesquelles le Théoreme [ im-
plique une perte de 1/4 uniquement pour une suite de temps exceptionnels, pour I’équation de Schro-
dinger cette perte a lieu pour tout temps dans le régime th'/® < a < 1, donc on ne peut pas espérer
adapter la preuve du Théoréme 8 pour améliorer le Théoréme 11. En plus, lorsque a ~ h'/?, I'estima-
tion de dispersion découle en utilisant, au choix, la décomposition en fonctions propres (3.13) ou bien
la somme sur le nombre de réflexions au bord (3.14) - avec méme résultat final ; on finit par sommer
un trés grand nombre d’ondes (dans ce cas particulier a ~ h'/? les deux formules ont essentiellement
le méme nombre de termes) et la seule approche qui pourrait permettre d’améliorer éventuellement la
perte de 1/4 dans ce régime (bine évidemment, si cela est possible) serait de s’inspirer les méthodes
récentes utiliser pour les sommes exponentielles.
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Pour aller plus loin...

On voudrait bien siir aller encore plus loin et répondre a la question suivante : quelles sont les inéga-
lités de Strichartz optimales pour 1’équation de Schrodinger dans un domaine non-captant ? Remar-
quons qu’a I’extérieur d’un convexe, un point source ne génere jamais de caustiques, et que ce sont les
caustiques formées en temps petit par des points source pres du bord qui posent probleme a I’intérieur
d’un convexe strict. Un domaine non-captant mais pas strictement convexe peut admettre des rayons
glissant sur le bord et, en conséquence, peut satisfaire localement les hypothese précédentes. Est-ce
que I’estimation de Strichartz avec perte de % dérivées (qu’on espere obtenir localement pres de ces
points glissants) implique toujours des pertes pour le flot en temps "classique" ?

4 Equations des ondes et de Schrodinger dans des domaines ex-
térieurs

On considere maintenant la situation opposée, en apparence plus facile, d’'un domaine a bord stricte-
ment concave (considérée plus facile car sans rayons multi-réfléchis, donc sans singularités géomé-
triques dans le front d’onde). Dans ce cas, un rayon touche le bord au plus une fois, ce qui indique
que la solution d’un probléme au bord serait une superposition d’une onde rentrante et d’'une onde
sortante, liées par la condition au bord. S’il y a de problemes qui peuvent apparaitre, ils doivent étre
causés par les rayons qui frolent le bord sans €tre déviés, appelés rayons diffractifs.

En effet, la difficulté principale a I’extérieur d’un convexe strict est liée au comportement de 1’onde
diffractée, pres du bord de I’obstacle ; pour citer (la premiere phrase d’un papier de) Ludwig (1969) :
"the asymptotic behavior of the field scattered by a convex object at high frequencies is extremely
complicated"... L’étude de ce régime particulier (un voisinage d’un rayon diffracté) a commencé avec
le travail de Keller (1962) sur la théorie géométrique de la diffraction - qu’on peut décrire comme étant
une extension de I’optique géométrique dans le régime diffractif. Lorsque I’ obstacle est constitué par
une surface réguliere, cette théorie montre que la zone d’ombre est atteinte par des rayons "rampants"
sur la surface diffractante a partir de la source la plus proche. Ces rayons obéissent au principe de
Fermat, et donc "rampent" sur la surface en suivant le trajet le plus court possible, c’est a dire en
suivant une géodésique de la surface, avant de rejoindre un point d’observation dans la zone d’ombre.

rayons

diffractés

source

Fig. : Représentation des rayons rampants et diffractés par un obstacle "lisse".
Source : P. Vaudon, "Introduction a la a théorie géométrique de la diffraction”

Depuis les travaux [14] de Keller il était conjecturé que le taux de décroissance de I’intensité de la
lumiére dans la zone d’ombre devait étre de la forme exp(—C7'/3), ol 7 est la fréquence et ol la
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constante C' est reliée a la géométrie du flot géodésique sur le bord de I’obstacle. Cette conjecture
a été prouvée par Gilles Lebeau ([16]) sous I’hypotheése d’analyticité de la frontiere 0 (et utilisée
de facon essentielle dans les travaux de Bardos, Lebeau et Rauch sur le controle, [2]). Comme les
techniques qui ont fonctionné dans le cas analytique ne s’appliquaient pas dans le cas d’un bord C*°,
la conjecture de Keller a été ensuite démontrée par Hargé et Lebeau ([10]) dans ce dernier cas.

L’ étude microlocale des problemes a bord a été beaucoup simplifié par le travail de Friedlander sur
I’équation des ondes, suivi des travaux de Melrose et Taylor pour le probleme de Dirichlet pres des
rayons diffractés. En fait, localement dans un voisinage d’un bord strictement concave et prés des
directions diffractives, Melrose et Taylor ont construit une paramétrice ([25], [26], [27],[38]) pour la
solution de I’équation des ondes qui s’est avéré un outil essentiel dans les travaux sur des domaines
extérieurs qui ont suivi.

Etat de Part En particulier, Hart Smith et Christopher Sogge ([34], see also [33]) ont utilisé cette
paramétrice pour déduire des inégalités de Strichartz optimales (sauf pour les "endpoints”, i.e. ex-
posants de Strichartz limite) pour 1’équation des ondes (1.1) a I’extérieur d’un obstacle strictement
convexe de R? (et aussi pour démontrer les estimations de projecteurs spectraux (2.41)). Dans ma
these, j’ai démontré des estimations de Strichartz optimales pour le flot classique de Schrodinger avec
condition de Dirichlet (pour lequel un probléme supplémentaire était représenté par la vitesse dite
"infinie" de propagation du flot).

Strichartz pour I’équation de Schrodinger dans un domaine extérieur

En effet, dans [O12] j’ai démontré des inégalités de Strichartz L] L optimales pour 1’équation de
Schrédinger semi-classique a I’extérieur d’un obstacle strictement convexe de R?, d > 2. Ce résultat
est I’analogue du travail de Smith-Sogge sur I’équation des ondes, et la preuve utilise dans un premier
temps la paramétrice de Melrose-Taylor pres d’un rayon tangent au bord pour établir des estimations
de Strichartz en temps semi-classique (c’est a dire sur un intervalle de temps de taille égale a I’inverse
de la fréquence), ainsi qu’un résultat d’effet régularisant a I’extérieur d’un obstacle non captant obtenu
par N.Burq [5].

On déduit deux applications directes de ce résultat : d’abord, 1’existence locale des solutions a
données H' pour I’équation de Schrodinger critique (avec une non-linéarité quintique en dimension
d = 3 de I’espace), ainsi que le scattering pour I’équation de Schrodinger sous-critique en dimension
3. Remarquons quand méme que ce résultat n’est pas nouveau dans le cas d’une non-linéarité cubique :
rappelons ici un travail de Fabrice Planchon et Luis Vega [29] ou sont montrés des Strichartz sans
pertes a ’extérieur d’un obstacle non-captant mais seulement pour des indices satisfaisant q =1 =
4 en dimension trois de I’espace. A partir de cela ils obtiennent le scattering pour le cas cubique a
I’extérieur d’un obstacle étoilé. Le fait de connaitre les estimations de Strichartz pour tous les indices
admissibles (sauf les cas extrémes) permet de simplifier considérablement la preuve de Planchon-
Vega et de I’étendre a toutes les non-linéarités sous-quintiques a 1’extérieur d’un convexe strict. Nos
estimations de Strichartz ont ensuite ét€ un ingrédient important dans la résolution du cas a données
grandes pour I’équation critique défocalisante ([15]).

Il faut remarquer ici que, pour obtenir de telles inégalités de Strichartz nous n’avons pas utilisé la
dispersion (pour la simple raison qu’on ne disposait pas de telles estimations). Dans ces travaux sur les
ondes ou Schrodinger, on a tiré profit, tout comme dans [34], de la continuité L? de certains opérateurs
pour se ramener a travailler avec des opérateurs semblables a ceux sur une variété sans bord. Il semble
tres peu vraisemblable qu’une telle approche puisse permettre d’obtenir des estimations de dispersion.
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4.1 Dispersion a ’extérieur d’une boule dans R“. Résultats positifs dans R? et
contre-exemples en dimension plus grande d > 4

Plusieurs résultats positifs (de plus optimaux) sur les effets dispersifs ont été€ démontrés récemment a
I’extérieur d’un convexe strict (Strichartz, projecteur spectraux, etc) : cependant, la question de savoir
si les estimations de dispersion étaient vraies ou non est restée entierement ouverte, méme a 1’exté-
rieur d’une sphere (et cela, au moins depuis les travaux de Smith et Sogge en 1995). Puisqu’il n’y a
pas de concentration apparente d’énergie, comme dans le cas d’un domaine non-captant quelconque
(pour lequel les portions concaves du bord peuvent agir comme des miroirs et re-focaliser les paquets
d’ondes) on pourrait raisonnablement penser que les estimations de dispersion devraient €tre vérifiées
a I’extérieur d’un convexe (il existait juste un exemple [18] a I’extérieur d’une sphere en R? dans le
cas des fonctions a symétrie sphérique).

Dans le travail récent en collaboration avec G. Lebeau nous apportons des réponses a cette question :
Nous considérons les équations des ondes et de Schrodinger, d’abord dans le cas de I’extérieur de la
boule unité de R?, lorsque les calculs sont explicites et permettent de mieux comprendre le compor-
tement de 1’onde pres de 1’horizon apparent, ensuite (dans un travail en rédaction) a 1’extérieur d’un
obstacle strictement convexe de R?.
— si d = 3, nous montrons que, pour chacune des deux équations, le flot linéaire vérifie les
estimations de dispersion comme dans R3:
— si la dimension est plus grande d > 4, nous montrons, en construisant des contre-exemples
explicites, que des pertes dans la dispersion apparaissent a 1’extérieur d’une boule de RY et
cela arrive au point de Poisson-Arago.

Théoréme 12. ([0115]) Soit B3(0,1) C R? la boule unité de R? et soit Q = R* \ B3(0,1). On note
A l'opérateur Laplace dans €3 avec condition de Dirichlet au bord. Alors

1. les estimations de dispersion pour le propagateur des ondes dans (13 sont vérifiées :

by

||X(th)€iitm||L1(Q)_>Loo(Q) S Ch_?) min{l, |t|

2. les estimations de dispersion pour le flot de Schrodinger dans §23 sont vérifiées comme dans
R3.

On remarque qu’une perte dans la dispersion pourrait étre liée (de facon informelle) a la présence
d’un point de concentration : ces points apparaissent lorsque des rayons optiques (envoyés d’une
méme source dans des directions différentes) cessent de diverger. Le principe de Huygens énonce
que lorsque la lumiere éclaire un obstacle circulaire, chaque point de 1’obstacle se comporte a son
tour comme une nouvelle source lumineuse ponctuelle; tous les rayons lumiere issus des points de la
circonférence de I’obstacle se concentrent au centre de I’ombre et décrivent le méme chemin optique ;
il en résulte une tache lumineuse au centre de I’ombre (le point de Poisson). Par conséquent, I’intuition
nous dit que s’il y a une perte dans la dispersion, elle pourrait bien apparaitre au point de Poisson.

Théoréme 13. ([0115]) Soit By(0,1) la boule unité de R¢ avec d > 4. Soit 0y = R\ B4(0,1), A
Iopérateur de Laplace dans Q; avec condition de Dirichlet au bord et soient () (r) deux points de
Qg situés a distance r du centre O de la boule By(0, 1), symétriques par rapport a O. Soit h € (0, 1)
suffisamment petit et x € C§° a support dans un petit voisinage de 1. Alors il existe y proche de % tel
que, pour r = vh~Y3, on ait

— (le propagateur des ondes) pour t = Q(arcsin% +vVr2—1) ~ /3

L Yy /N s
((hD)E™ (S, ) [(Q-(h™) = w74 (3) T h75,
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— (le propagateur de Schridinger classique) pour t ~ h'/3

d_d-3

(D) (g, (10| Q-0 & 1 E5

Pour d > 4, ces estimations contredissent les estimations du cas plat R? (avec perte en rouge).

Point light
source

Disc

|
SO —=~0 Q0= —h—nw—03
N DO S — = =

Screen

En résumé, il n’y a donc pas de singularités géométriques dans le front d’onde mais d’importants
effets diffractifs.

Dans la suite on esquisse les idées principales de la preuve des Théoremes 12 et 13 a I’extérieur d’un
boule en dimension d > 3 pour I’équation des ondes (la construction d’une paramétrice pour démon-
trer les résultats positifs en dimension d = 3 est ensuite utilisée pour aboutir a un contre-exemple en
d > 4).

Le résultat positif pour d = 3 se généralise au cas d’un convexe strict quelconque, mais cette généra-
lisation nécessite un vrai travail de paramétrisation de la zone autour de 1’horizon apparent, qui n’est
pas nécessaire pour la sphere ou tout est explicite, comme nous allons le voir. Le contre-exemple est
bien siir valide pour n’importe quel obstacle qui présente une partie de son bord intégrant un segment
d’arc de cercle d’une sphere ambiante. Il serait intéressant de savoir si I’on peut avoir un phénomene
de concentration plus sophistiqué que celui que I’on va décrire dans la section qui suit.

4.1.1 Cadre général pour ’équation des ondes a I’extérieur d’une boule dans R?

Soit By(0, 1) la boule unité en dimension d > 3 et ) = R4\ By(0, 1), avec 9Q = S?~1. On note Q €
(2 un point source et dg, la distribution de Dirac en ()y. Soit A le Laplacien dans Q et U (¢, Q), Qo) =
cos(tv/—A)(dg,) (@) la solution du probleme de Dirichlet,

(0} — AYU =0 dans Q;Uli—g = dq,, 0:Ul=o = 0;U]sq = 0. (4.1)
Si Uy désigne I’onde libre dans R? on pose U tee = 1450U¢yce, dont la transformée de Fourier en
temps vérifie
/_’_\ d—1 6*”‘@*@0‘
Usyee(T:Q, Qo) = 7 2 ———554(7]Q — Qol), (4.2)
|Q — Qo 2

ol ¥3 = getpourd > 4det|Q— Q| > 771, Xa(7|Q — Qo) = 32,50 Tja(|Q — Qol|7) 7 estun
symbole avec X4 # 0. Si on note U™ := 1,50U alors on a 9,U " |aq = U5, oo — N(U},, loc),
ou 7/ le vecteur normal sortant de 0f2 orienté vers €2 et N 1’opérateur de Neumann (associant a une
fonction sa dérivée normale sur le bord). On considére I’extension u de U a R?, comme suit

Q(ta Qv QO) = U(tv Q7 Q0)7 si Q € Q; Q(tv Qa QO) = 07 si Q € Bd<07 1)
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Alors U est donnée par U~ = U}';ee — DII (&,Uﬂaﬂ), ou

D;lF(t):/t R(t — ) F(t)dt', R(t,€) = Sing:ﬂ). (4.3)

Dans des coordonnées polaires telles que Q; = R?\ By(0,1) = {r >
1, (p,w) € 0,742 x [0,27]}, I'opérateur de Laplace devient

1 0/,,0\ 1
= mg <T E) + ﬁASd—la (44)

ol Aga—1 désigne I’opérateur de Laplace sur S¢!.

Etant donné un point source Q a distance 7, > 1 on peut assumer, sans perte de généralité, qu’il
se situe sur ’axe ON ou N,S désignent les pdles Nord et Sud, et donc que )y a pour coordonnés
(ro, = 0). On définit le contour apparent de (), comme suit : soit 8950 la région de 9Q) = S?~! "qui
peut étre vue directement” a partir de (),

95, = {P € 00Up(Qy — P) > 0} = la région illuminée a partir de Qy.

Alors le contour apparent Cg, de () est le bord de 8950 : en particulier, si P € Cg, alors Qo P est
tangente a 02 en P. Dans les coordonnés précédentes et pour () € ON, on obtient facilement

1
Co, = {P € S? ! avec coordonnées (1, @y, w), oil @y est donné par cos(pg) = —}. 4.5)
To

4.1.2 Esquisse de la preuve du Théoreme 12

En dimension d = 3, la formule (4.3) implique U~ = U7 — U#, U# .= Djrl <8,,U+>,

free

aVUt“ee _NUtee t— —P7P
U#(t,Q,Qo)zi/m( freclon <|};_|85|))( Q- P, P)

AT

Notons que cette formule peut étre utilisée tant que la distance entre les points sources (), et d’obser-
vation () et le bord S¢~! n’est pas trop petite. On découpe I’intégrale (4.6) selon que P se trouve dans
un petit voisinage du Cg, ou non. Si P = (1, p,w) est tel que | — ¢y| > €¢ pour une constante &
petite mais fixe, alors P se retrouve ou bien dans la partie illuminée (si ¢ — ¢y < —&() ou bien dans
I’ombre (¢ — ¢y > €p); dans les deux cas les estimations de dispersion en découlent facilement. Les
difficultés apparaissent lorsque P est proche de C, (donc pour |p— | < 2¢p). On note U?f (t,Q, Qo)
I'intégrale (4.6) restreinte a P pres de Cg, (donc a | — o] < 2¢) : pour expliciter et ensuite estimer
cette intégrale on utilise la paramétrice de Melrose et Taylor pres d’un point diffractif.

do(P). (4.6)

Théoréme 14. Microlocalement pres d’un point diffractif (1, pg,w), w € [0, 7]%73 x [0, 27, il existe
des fonctions régulieres 0(r,p,n) et ((r,¢,n) telles que § + 2(—()3/? vérifie I'équation eikonale
associée a (4.4); en plus, il existe des symboles a(r,,n), b(r,p,n) qui vérifient les équations de
transport associées, avec a elliptique et b|sq = 0, de facon a ce que, pour tout 1) € R prés de 1,

Gr(rypm) = €009 (AL (120) 4+ b AL (220) ) AT (1) (4.7)
vérifie, pour 7 > 1, (12 + A)G, € Ocs (T7°), oit A est donné par (4.4).
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En effet, puisque la formule (4.2) ne dépend pas de la variable rotationnelle w, les phases et symboles
introduits dans le Théoréme 14 peuvent étre choisis également indépendantes de w € S?2. Lorsque
Q =R?%\ By(0,1), d > 2, on peut choisir 6 sous la forme 6(p,n) = ¢n, indépendante de r, auquel
cas on obtient, pour ) ~ 1 et p ~ 1, ((r,n) = n*3C(r/n) o, pour p > 1, 0n a

e 132
/ =pr-1- arccos(l) ~ g%(1 +0(p—1)), (4.8)

~3/2
20 e

3
etsip < 1,20%2(p) = flvledw—ln [(1++/1—=p?)/p] = /1 = p* Onpose Go(n) = ((1,n).

Les symboles a, b qui vérifient les équations de transport sont de la forme a ~ Z >0 @ (iT) ~J avec ag
elliptique et b >~ 3~ b;(i7) ™ avec bl,—; = 0.
On rappelle que la fonction A (z) := Ai(e~%"/32) (qui apparait dans (4.7)) ne s’annule pas sur R.

Théoréme 15. ([32, Lemma A.2]) Pour chaque solution W (dans R?) de (72 + A)W € Oce (77°)
avec A définit dans (4.4), il existe une unique fonction F; telle que, pour QQ = (r, p,w) prés de Cq,,

W(rQ = (rp)) = o= [ e (i m 500 ) (¢ ) B

La construction de la fonction F' est assez technique. En particulier, /' dépend entiérement du contour
apparent de )y qui, dans le cas de I’extérieur d’un strict convexe quelconque, n’est absolument pas
explicite. Notons que, dans [34], o on démontre des estimées de Strichartz optimales pour 1’équa-
tion des ondes avec condition de Dirichlet a 1’extérieur de tout obstacle strictement convexe, on a
F = K(Uy,Uy) (ou (U, Uy) représente la donnée a t = 0, dans notre cas (d¢g,,0)) ot K est un
opérateur de Fourier intégral classique et on utilise ensuite uniquement la continuité L? de K sans
jamais I’expliciter (ce qui fonctionne lorsqu’on on travaille avec des normes L? mais pas dans notre
cas). A I’extérieur d’une boule dans R¢, le contour apparent d’un point est facilement identifiable ; par
conséquent, la fonction F' devient explicite et, en plus, elle ne dépend pas de la variable rotationnelle
w. Précisément, si Py = (1, ¢y, .), cos(pg) = 1/ro est un point du contour apparent Cg),, alors on

trouve
d—1
2

~ T
Bi(rm) =P — T
1Py — Qo7

ou la différence | Py — Qo] = /73 — 1 est évidement indépendante du choix de Py € Cq,, ol f est
un symbole d’ordre 0, elliptique, obtenu a partir de >, (de (4.2)) (apres une succession de phases
stationnaires) et y; est une troncature réguliere a support pres de 1.

e—irwoe—z‘ﬂPo—QoIXl () f(n, ), (4.9)

Esquisse de la construction de F, pour tout d > 2 : L’idée est d’appliquer le Théoreme 15 a

W(r,Q, Qo) := U}Zee(ﬂ @, Qo) donné par (4.2) pour () € €2 prés du contour apparent de )y, pour
obtenir, modulo O(7~°°), I'unique fonction F, (comme une intégrale oscillante avec des points cri-
tiques d’ordre exactement 2 sur Cg,, qui donnera la formule (4.9)). Par symétrie rotationnelle, cette
fonction ne va pas dépendre de la variable w mais seulement de p.

On introduit un opérateur 7, : £(R) — D’'(R?) qui, a F' € E(R) et pour (1, ) pres de (1, @), associe

T

- / i) (aAz' +T*1/3bAz') (r*/3¢(r, ) F (Tn)dn
T

VA / eiT(G(som)—¢n+03/3+04(rm))(a + bo /i) F(@)dodgdn.

T (F)(r, ) =

27
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L’opérateur T est un opérateur de Fourier intégral elliptique prés de (r = 1,0 = 09,7 = 1) (en
particulier, on permet r < 1), dont la phase ® = 0(p,n) — ¢n + 03/3 + o((r,n) est associée a la
Lagrangienne suivante

{0 0.6.0.m10,0 = 0,0 = 0} = {o* = —C(r,1), & = (0,0 + 00,) () }.

qui est le graphe d’une transformation canonique (pour des détails dans le cas général consulter [32,
Appendix] qui suit de pres [38]; pour la construction d’une paramétrice pres des points diffractifs (et
en particulier la version générale du Théoreme 14) voir [38, Section 4], ainsi que [26, 25, 27]).

Notre but est de construire F telle que T,(F;)(r, @) = U},..(1,Q = (1, ¢,w), Qo) pour (, ) dans
un petit voisinage de (1, ) (et ou la variable w n’a aucune importance car tous les termes sont
invariants par rotation). Pour cela, on introduit une fonction réguliere xo(r,¢) a support dans un
voisinage V1,4, de Cg, dans R? et égale a 1 dans un voisinage V' C V(1 ,,) de (1,¢) et on pose
T.(F) := Xo(T ©)T,(F). L opérateur adjoint de Ty, T* : D' (V1 4g)) — D’(R ) est donné par

T ~ T it((p—p)n—0?/3—a((r .
TXW)(@) =70 [ em(Emanmaomett a — b fi)xo(r, @)xa ()W (v, @)drdpdodn.

On définit ensuite E, := (7'/3T*) o T, : D(R;) — D(Ry) et on montre que, microlocalement
pres de (o = o, = 1), E, est un opérateur pseudo-différentiel elliptique de degré 0. Dans le cas
présent, cela découle de la formule explicite (et la méme preuve s’applique dans le cas des phases

0, ¢ générales, localement pres d’un point diffractif d’un bord strictement concave quelconque). On
définit ensuite

Fo(@) = BT (U0 (7, Q) Qo).

Par construction, F, vérifie T,.(F,) = U U

free dans un voisinage V> C V' de (1,¢p). Des calculs
explicites permettent d’obtenir (4.9).

(7, P,Qo) = T,(F,) dans V?, on peut

calculer de fagon explicite sa dérivée normale, ainsi que N(U7,, ’gQ)(T P, Qo), comme suit

Estimées de dispersion pour U*g(zﬁ, Q,Qo) A partirde U ot

free

T i ~ 4. -
a U]jrree(T’ P’ QO) = % /elﬂp77 (CLAZ + T2/3bAZ )( 2/3<0( )) (Tn)d%

—

T . o JAL
N(U;;ee|§2)(7', P,Qo) = %/QZTSOn((IAZ—I—Tz/?’bA—iAZ)( 2B F (Tn)dn

Ici b est un symbole elliptique dont la contribution principale vaut algsq X 0,(|sq. Notons que le
facteur a d’ Airy dans les deux formules est exactement le méme. La différence de ces deux dernieres
formules donne la forme de la restriction au bord de la transformée de Fourier en temps de 0,U™ pres
du contour apparent, qu’on va ensuite introduire dans I'intégrale (4.6) (ou I’intégration est restreinte
a un voisinage de Cg, ). Ainsi, on trouve, pour P = (1, ¢, -) prés de Cg, sur S',

(£, P,Qo) = / / e 3b( 0, 7) i (72(/3 Cz oy (4.10)

en utilisant le fait que U}';ee, et donc U™, sont invariantes par rotation. On souhaite maintenant déter-
miner la localisation spectrale x(hD,)U% (t,Q, Qo). ot x € C5° est & support pres de 1 (et ot U

56



est la restriction de I'intégrale (4.6) a |P — Py| < 2¢q, out By = (1, g, ) et un point de Cg,). Soit
Q) = (g, Yo, wq) un point arbitraire de Q2 et P = (1, ,w) un point du bord, alors

1/2
|P — Q| := (1 + ré — 2rg sin @ sin @ cos(w — wg) — 2rg cos ¢ cos gpQ> =Y(p,w, Q).

On obtient
hD N o,Ut(t—|Q—P|,P
x(hD)UE (1,000 =2 [ sy - 2L PP 4o
4m Peoq P — Q)
1 it / Xolp — o) W( Q)/ j 2/37 F(rn)
=— [ e "x(hr)T e TVI¥Y e, T) ——m - dndydwdrT,
47 ( ) (1,0,w)€00 ¢(%W, Q) ( )A+(T2/3<0(77))
oll Yo € C§°(—2¢0, 2¢0). Si on note
ID(T, Q, QO) _ / )20(90 - SOO)G—iTw(Lp,w,Q) /67;7—@777'2/35(()0, 7_) F\<T77) dnd<pdw,
(1,p,w)E00 w(%% Q) A+(T2/3C0(77))

on est réduit a montrer que /p(7, Q, Qo) < %, uniformément par rapport a ), )y et ¢ tel que
diSt(Qo, B3(0, ].)) + diSt(Qo, Bg(o, 1) <t< diSt(Qo, Bg(o, 1)) + diSt(Qo, B3(0, ].)) + Co, (411)

ou (y est une constante dépendent seulement du diametre de 1’obstacle. Cette réduction est obtenue
en utilisant, d’une part, la vitesse finie de propagation pour les ondes, et d’autre part le Théoreme [22,
Thm. 1.6], dG a Melrose et valable dans tout domaine non-captant en dimension impaire.

La phase de F.(7n) vaut, d’apres (4.9), oo — | Py — Qo| = (1 + 72 — 2rgcos )2 = (r2 — 1)1/2
(car cos g = % d’apres (4.5)). Par conséquent, la phase de [ vaut

{0, Q)+ (9~ o) = 7 — 1+ 2 (=Gl

ol le dernier terme provient du facteur A%'(7%/3(y(n)) (lorsque celui-1a oscille). La phase ¢» admet un

unique point critique dégénéré en . Les points critiques en w vérifient J,,| P—Q)| = ‘PTTQQ‘ sin(¢) sin(pg) sin(w—

WQ).

— Sisin(yg) = 0 la dérivée s’annule partout. Les points ), O et () sont alors colinéaires : si
vg = 0, alors ), Q) se trouvent tous les deux sur I’axe ON et les estimations sont triviales.
Si ¢g = m, alors le point () se trouve sur OS (en particulier, lorsque r = ry ~ 1311
s’agit du point du Poisson). Pour ¢ pres de ¢, la phase a un point critique dégénéré, ce qui
fait apparaitre un facteur 7~'/3; la phase en 7 induit un facteur 7~%/% (en effet, la contribution
principale de I’intégrale en 7 vient d’un voisinage de taille 7-2/3 de 1). Aprés une analyse fine
des intégrales prés de (¢, 1) (qui sera un peu plus détaillée au point de Poisson en dimension
1/3

—\/ﬁ\//rg__l est < 1,
s’avere vrai pour ¢ vérifiant (4.11), uniformément par rapport a (), Qo hors d’un petit voisinage
du bord.

— Sisin(pg) # 0 les points critiques vérifient sin(w—wg) = 0 donc w = wg ouw = wo+. Les
points stationnaires P = (1, ¢, w,) se trouvent sur un arc de cercle dans le plane Qg — O — Q,
ot O = {0} € R®:siTsin(pg) < 7¢, alors on se ramene au cas précédent (car @) se
situe dans un petit cone d’angle 717 autour de 1’axe OS), sinon la phase stationnaire en w
s’applique. La valeur critique de la phase est stationnaire en 7 lorsque ¢ = ¢, et a un unique

d > 4 ci-dessous) on se réduit a vérifier que le facteur restant ce qui
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point dégénéré d’ordre 2 en ¢ lorsque cos(¢ — @g) = + avec sin(pg — ¢) > 0 (ol le signe
dépend du signe de 1) ce qui revient a . = g — arccos % Notons que lorsque ¢, = ¢ (donc
PQ — Yo = arccos %), le rayon (Qo() est tangent au bord (et dans ce cas n = 1), alors que si
Pe = g — arccos % > o, le point () se trouve dans 1’ombre (ou, si inégalité inverse, dans la
partie illuminée). En étudiant séparément chaque cas on peut conclure.
Lorsque un des deux points (), ) est tres proche de OS2, on peut supposer (par symétrie de la fonction
de Green) qu’il s’agit du point d’observation () et on utilise la paramétrice de Melrose Taylor direc-
tement (comme dans [34]), sans passer pas la formule de Kirchhoff (qui était particulierement utile
dans le cas précédent car elle nous ramenait a travailler pres du bord, ou on disposait du Théoréme
14). Pour () proche de Cg, on a, modulo O(7~°°) (comme dans [38, Prop.4.1]),

077, QuQu) = o [ €7 (aAi(r () + br oAV (¢ () ) Fo ()

iT6( 2/3 —1/3 o7 (-2/3 Ai(*P¢(n))
—g/ (e (CLA (/3¢ (r,m)) + b7 /A+(T/C(7‘ﬂ7))>m
ou F. est comme dans (4.9). Dans [34], c’est sous cette forme qu’on représente la solution des ondes
pour ensuite calculer ses normes de Strichartz localement en temps. L’intégrale sur la premiere ligne
dans (4.12) désigne, comme on 1’a déja vu, I’onde libre. Le deuxieme terme devient parfaitement
explicite en remplagant £ par sa formule, et on est ramené a borner uniformément par rapport a
Qo, Q et t vérifiant (4.11) I’intégrale suivante, ou (7, @, -) sont cette fois les coordonnées de () :

T

Fy(tn)dn, (4.12)

t eiT(e—po—y/13—

1)
+2/3 / 6”(“0_“’0)(1_")5(1(77)f(77, T)

 Ailr(n)
A (7o ()

Puisque 2(—((r,1))%? ~ |r—1), et puisque la fonction d’ Airy Ai(z) oscille pour de z < —2, il faudra
analyser séparément cette intégrale selon si —72/3((r,n) est plus petit ou plus grand que 2 et pareil
pour —72/3¢y(n), ce qui réduit I’analyse 4 7 dans un voisinage de taille 72/3 de 1 ou bien hors d’un
tel voisinage, comme dans le cas précédent. Cette fois c’est la partie | — 72/3¢y(n)| > 2 qui donne la
contribution principale et, dans ce cas on utilise Ai(z) = > e*/3 A, () pour obtenir deux contribu-
tions avec phases (¢ — o) (1—7) —5(—C(r,7))** et (¢ — o) (1 =1) = 3 (=C(r, 1))+ 5 (=Co(m)*/%.
On étudie séparément ces contributions, qui ont, chacune, des points critiques non-dégénérés cette fois
et on conclut.

re—1 2m

(ade(r23¢rm) + br BAL (P2 m) ) dn. - (413)

3/2

Lorsque les deux points sont tres pres de OS2, la paramétrice de Melrose et Taylor n’est d’aucune
utilité. On décompose la donnée ¢, selon les harmoniques sphériques Y, ; (qui forment une base
de L? de fonctions propres de —Ag2 est sont associ€es aux valeurs propres y = m(m + 1)) et
on résout une équation de Bessel pour obtenir le noyau de Green de 1’opérateur différentiel L, =
02 +20, + (1% — ﬁf—z) sous la forme suivante, pour r > s,

™ _ Jm 1 2(7’) %
Grnsja(ry5,7) = 2-(r5) ™2 (g jalsr) = HEH) o (s7) VH, p(rr), moe N,
Hm+1/2(7—>
(4.14)
ou an \1/5(2) est la fonction de Hankel et J,11/2(2) la fonction de Bessel. En conséquence, pour
Q| = [Qol,
VDU (Q, Qo) = 3 7 / N (hT) G 2(|Q1, [Qol, ), (4.15)
= o |Qo 0
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N m L 2m+1 Z.. m m L
o Z! (¢, o)) v= 3000 Yo (0, 0) Yin (9, ) vérifient | 277 ) (¢, 0))] < 25 Avee v =
m + 1/2, on décompose la somme (4.15) dans plusieurs régimes, correspondant a v/7 < 1 (cas
purement transverse), v/7 € (¢,1/¢e), v/T > 1 (cas elliptique) : le deuxieme régime est de loin le
plus intéressant (et inclut la situation la plus délicate des valeurs de v telles que 7 = v + /3w avec

w borné), lorsque les fonctions de Hankel se comportent comme suit : (voir [1, 9.3.35, 9.3.37])

H(p) = 2620 ) (B A0 T 0y Qo+ 0B 0250) by (),
Jj=0 j>0

(4.16)
)1/4 (fl/?’Az'(y?/?’é) N 4O+ v A A Y bj(f)u*%), (4.17)

520 >0

A¢
1—p?

J,(vp) ~ <

ou la fonction 5 est la méme que dans (4.8) (voir [1, 9.3.38, 9.3.39]). On obtient des estimées de dis-
persion pour x (hD;)U en séparant les différents régimes de 7 et v, ce qui correspond essentiellement
aux intégrales précédentes en 1) : si avant on étudiait séparément des voisinages 72/ de 1, ici on
découpe selon si p = v/7 appartient & un voisinage 7-2/3 de 1 (pour v ~ 7, on écrit 7 = v + v'/3w
et on départage selon si w reste borné ou s’il est grand).

Lorsqu’on considere de petites fréquences 7 < 1, il existe une approche générique qui marche quelle
que soit la forme du bord : a partir de la solution de 1’équation de Helmholtz avec condition de Diri-
chlet a I’extérieur d’un obstacle compact dont le bord est de classe C? on obtient une représentation
de la solution de I’équation des ondes (qui utilise les opérateurs de simple et double couche) et on en
déduit des estimations a temps (long) fixé.

Lorsqu’on remplace la boule par un obstacle strictement convexe quelconque, la formule générale de
F. n’est pas tres utile. On travaille localement dans un voisinage d’un point du contour apparent Cq,,
et, en utilisant le repere de Serret-Frenel, on décrit localement la forme de la restriction au bord (pres
de Cg,) de la dérivée normale de U, .

Quant a I’équation de Schrodinger, on obtient une paramétrice a partir de la solution de 1’équation des
ondes via la formule de Kanai, qui s’écrit comme suit

2 & .72
V(t7Q7Q0> = m/ﬂv 6_ZEU(T7Q7Q0)dT7 (418)

where U(T, (), Qy) = cos(T'/—A)(dg,) est la solution de 1’équation des ondes dans €2. Dans tous
les différents régimes a traiter, cette formule permet d’obtenir des estimées de dispersions en utilisant
les résultats pour les ondes.

4.1.3 Esquisse de la preuve du Théoréme 13 a ’extérieur d’une boule dans R?, d > 4

Si N,S désignent le pdle Nord et le pdle Sud, soit (), (r) un point sur I’axe ON, a distance r de O et
soit _ (r) son symétrique par rapport a O sur I’axe O.S, ot O € R? est le centre de la boule. On pose
ro =~ h™'/3 et on considére comme points source et d’observation Qy = Q. (1o) et Q@ = Q_(r). En
utilisant les formules (4.2), (4.3) et (4.6) on obtient la formule de U# := Djrl(&,U *) en dimension
d>4:

d—3

T2

Sa(r|P = QNO,U* (7, P,Qo)do(P),
(4.19)

hD,)U# = [ e"x(h —
D0 Qu) 1= [ ernin) [T
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ou le dernier facteur ne dépend pas, comme déja remarqué, de la variable rotationnelle, et, pour P
proche de Cg, sur le bord, est toujours donné par la (méme) formule (4.10) avec F; comme dans (4.9)
(qui dépend de d et de la distance /73 — 1 entre () et son contour apparent). Puisqu’on s’intéresse
uniquement a des points d’observation () sur I’axe OS (@) sera le symétrique de (), par rapport a
I’origine), la distance | P — ()| ne va pas dépendre elle non plus de la variable rotationnelle : si P =
(1, p,w) désigne un point du bord alors |P — Q_(rg)| = \/1+ 12+ 2rgcos ¢ ~ rq pour ry grand.
En particulier, dans I'intégrale précédente, on integre uniquement en ¢ ; puisque la contribution de
| — @o| > &g va donner la dispersion usuelle de R?, on introduit dans cette intégrale la troncature
Xo(¢ — o) comme précédemment et on la nomme Uﬁ On montre le lemme suivant :

Lemme 2. Pour ro ~ h='/3 tel que 27'/3 arcsin(%) ~ 1 pour ht sur le support de x, on a, modulo
O(h™),
/\# 742 —QZT(arcsm( )+ —-1) 1
(X(hT)UE)(1,Q—(10), Q+(10)) = X(hT)T1/3 ——e 5(271/3 arcsin(—), ro, 7),
(4 2())
oit =(\) est elliptique pour \ dans compact de [27'/3 1]. En plus, pour t = 2(arcsin(X) + /72
W(BD)UA (1.Q-(r0). Q1 ro))| = | [ " x(hr) ((hmUE) @_<ro>,Q+<ro>>df\
h'T o
~ b S 421)
5

L’estimation (4.21) découle immédiatement de (4.20). Pour d = 3 cela coincide avec les estimations
usuelles (1.5) de R3. Pour d > 4 on met en ev1dence une perte due au facteur h~ N que 1’on peut
écrire, pour t ~ g ~ h~'/3 sous la forme h~"5 ~ (E)d43.

—

Pour montrer (4.20) on remplace (4.10) et (4.9) dans (4.19) pour obtenir X(th)UEE(T, -) comme suit

rd=2+3 4 3 3 f(n 0, T)
——————— [ xol(¢ — o) /&) X1 (n)em -V ot 2rocos et (p—po)a=y/ro-1) 2D D 2 g,
A /rg — 1d ! A+(T2/3C0(77))

ou le facteur ﬁ provient de
rg—1

. (4.22)
@7z et ou [ est un symbole elliptique d’ordre 0. La

1
(1Q—P[|Qo—P|)

phase \/ 1 4 r2 + 21 cos ¢ a un unique point critique dégénéré d’ordre deux en p = 7 — ¢ (tel que
COS (p = — €08 pg), ce qui correspond a un point du contour apparent du point d’observation Q) _ (o).

2 arcsin(1/ra)

——

1
I
I
|

T,

. o
|
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Fig. : lorsque les points sources et d’observations sont symétriques par rapport a I’origine, la distance
parcourue vaut 2(/r2 — 1 + arcsin %) D’aprés [10], si la distance 2 arcsin(1/rg) parcourue sur le

bord (en suivant une géodésique du bord) est plus grande que 7~ /3*¢, la contribution que I’on re-
trouve vaut O(7~>°). En effet, étant donné la décroissance exponentielle de I’intensité de la lumiere
dans la zone d’ombre, dés que cette distance est > 7~ /3 on obtient une décroissance de la forme
(713 arcsin(1/79)) ™, N > 1. Cela impose 2 arcsin(1/r9)7"/3 < 1 et donc ry > 27'/3. Etant donné

—(d—1 . . .
la présence du facteur /73 — 1 ( ), ro ~ 2h~1/3 optimise la perte dans la dispersion.

Pres de m — ¢, on transforme cette phase, via un changement de variables, sous la forme d’une phase
d’Airy ; 'intégrale dans (4.22) devient alors essentiellement

= 2iT(177))arcsin% 2/3—e(1 AZ(72/3C0(77))
‘—‘(TOJT)/e XO(T (]' 77))A+(7_2/3C0(77)>d777 (423)

ol = est elliptique et ot I’intégration en ¢ a engendré le facteur d’ Airy (ce n’est pas un hasard qu’apres
le changement de variables on retrouve exactement la méme fonction ¢y, du Théoreme 14!). Le sup-
port en 7 est maintenant restreint 2 un voisinage de taille 7=%3*¢ de 1 (hors d’un tel voisinage la
contribution de (4.22) vaut O(h>)). D’aprés (4.8) on a 7%/3(y(n) ~ —7¥3(1 — 1), et les facteurs
d’Airy commencent & osciller dés que (1 — ) > 772 (dans le cas (1 — 1) < 0, la décroissance
exponentielle d’ Airy induit une contribution O(h>°) également). On peut montrer la contribution pro-
venant de I’intégration sur (1 —17) ~ 2/772/3 décroit comme Cx2~7" pour tout j > 1 (car, en utilisant
de nouveau la décomposition Ai(z) = > e*/3A.(z), on obtient deux phases dans (4.23) dans ce
régime, 27(1 —n) arcsin = et 27(1 —1n) arcsin - + 3(—Co(n))*/?, et puisque 27 (1 —n) arcsin = ~ 27,
elles sont toutes les deux non-stationnaires en 7). Par conséquent, la contribution principale de (4.23)
est obtenue de I’intégrale sur 7-2/3(1 — 1) € [—2, 2] et ne s’annule évidemment pas, d’ ot (4.20).

Quant a I’équation de Schrodinger, une variante de la formule de Kanai permet de déduire également
des contre-exemples au point de Poisson-Arago (mais avec des distances initiales différentes : pour
7 ~ h™Y? tel que h7? ~ 1, prendre t ~ h~='/3 et ry ~ h~'/ permet de conclure).

4.1.4 Pour aller plus loin

On indique deux domaines pas étudié€s auparavant dans ce contexte pour lesquels le résultat précédent
s’applique (au moins en partie) et que je souhaite mieux comprendre :

— Dispersion a extérieur d’un cylindre de R? : il s’agit d’'un domaine avec des points sur le

bord ot la courbure s’annule qui représente en quelque sorte un cas préliminaire pour traiter
des domaines avec bords plus généraux.
Dans un travail en collaboration avec mon post-doctorant Felice Iandoli, nous souhaitons ob-
tenir des résultats de dispersions optimaux pour les ondes a I’extérieur d’un cylindre dans R3.
La concentration aux "points de Poisson" est beaucoup moins importante dans ce cas qu’a
I’extérieur d’une boule dans R?. Une difficulté nouvelle consiste a traiter le cas ol les points
source () et d’observation () sont situés tres pres du bord, mais possiblement distants (le long
du cylindre).

— Dispersion a ’extérieur de deux boules de R? : il s agit de continuer 1’analyse de la disper-
sion dans des situations plus complexes (dans des domaines "faiblement captants").
Avec D.Lafontaine, qui a analysé dans sa these les estimations de Strichartz dans ce contexte,
nous avons récemment commencé 1’étude des estimations de dispersion a I’extérieur de deux
boules dans R (qui aura pour généralisation naturelle le cas de deux obstacles strictement
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convexes). Dans la construction de paramétrice d’Tkawa pour les ondes a I’extérieur de deux
obstacles convexes, on obtient une solution comme somme d’intégrales oscillantes qui repré-
sentent chacune la solution entre deux réflexions successives entre les deux obstacles; on ne
considere que des rayons transverses proche d’un rayon captée, et la trajectoire est décrite par
les phases de ces intégrales. La preuve de D.Lafontaine s’appuie sur des estimations disper-
sives qu’on obtient uniquement en temps €| log k| avec ¢ > 0 suffisamment petit, et o % dé-
signe la fréquence. Pour obtenir des estimées de dispersion au dela d’un temps logarithmique,
il faut pouvoir appliquer le théoreme de phase stationnaire dans chacune de ces intégrales,
mais la construction d’Ikawa ne permet pas d’avoir un contrdle suffisamment "bon" sur les
dérivées de ces phases apres un grand nombre de réflexions au bord. Or, un tel rayon (issu
d’un voisinage du rayon capté et selon un angle tres petit), quitte un voisinage du bord (donc
des deux obstacles) dans un temps M| log(h)|, pour M > 1. Il reste a couvrir le gap pour
t entre €| log(h)| et M|log(h)|, mais pour cela il est indispensable de revoir entierement la
construction pour obtenir un meilleur contrdle de la phase.

A Textérieur de deux boules (de rayons différents) de R, nous pouvons décrire les phases de
facon a pouvoir calculer explicitement leurs dérivées et obtenir des bornes "convenables" aussi
pour des temps ¢ proches des temps de sortie (le temps de sortie := le temps nécessaire pour
la derniere réflexion au bord avant de quitter les obstacles). Nous mettons ainsi en évidence
une vraie différence par rapport aux estimations obtenues sur les phases "générales", qui nous
permet d’obtenir la dispersion pour tout temps en d = 3. Il reste cependant plusieurs questions
ouvertes, comme, par exemple : (1) En dimension d > 4, ’ajout d’obstacles supplémentaires
fait-il apparaitre de nouveaux phénomenes de refocalisation, ou bien les seuls contre-exemples
aux estimations de dispersion sont-ils encore les points de Poisson-Arago? (2) L’estimation
dispersive est-elle valable sans perte a I’extérieur de plusieurs convexes génériques ?
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